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Resumen:  

En el presente artículo discutimos algunos ejemplos de resultados obtenidos en el proyecto de 

investigación doctoral en torno al desarrollo del conocimiento algebraico de estudiantes de 

bachillerato en un ambiente CAS. De acuerdo con dichos resultados, se observa el mismo tipo de 

comportamiento: un conflicto cognitivo; a partir del cual el uso de CAS promueve reflexiones 

técnico-teóricas en torno a la simplificación de expresiones racionales. 

Introducción 

Las investigaciones en torno al estudio del impacto del uso de nuevas tecnologías en el 

aprendizaje del álgebra han evolucionado desde diferentes perspectivas (Ferrera, Pratt & 

Robutti, 2006; Kieran & Yerushalmy, 2004). En particular, sobre el uso de CAS, una de 

ellas es la aproximación instrumental (Artigue, 2002; Drijvers & Trouche, 2008; Lagrange, 

2003, 2005) con dos enfoques: la ergonómica [ergonomía cognitiva] y la antropológica. En 

el primero, el énfasis es estudiar los esquemas desarrollados por los alumnos en el proceso 

de la génesis instrumental; en el segundo, el objetivo es estudiar las técnicas y la teoría 

desarrolladas por los estudiantes al hacer uso de tecnología. 

Tomando en cuenta esta perspectiva teórica, se ha puesto en evidencia el potencial de CAS 

para promover el razonamiento algebraico de los alumnos. Por ejemplo, Kieran y Drijvers 

(2006) muestran que un ambiente CAS promueve relaciones dialécticas entre las diferentes 

técnicas y el surgimiento de teoría acerca de la factorización de expresiones de la forma . 

En línea con esta misma perspectiva teórica, Guzmán, Kieran y Martínez (2011) han 

estudiado el tipo de tarea “Simplificar una expresión racional”, actividad algebraica en la 

que es reconocido que los alumnos muestran dificultades en su manipulación simbólica 

(Matz, 1980, 1982). 

Guzmán, Kieran y Martínez (2011) han planteado que el ambiente CAS promueve en los 

alumnos reflexiones teóricas, por ejemplo, para explicar los resultados obtenidos en este 

ambiente tecnológico en términos de la división de polinomios y del residuo de dicha 

división. En el presente artículo, el objetivo es discutir los resultados del estudio piloto 

(Guzmán, Kieran & Martínez, 2011) con los obtenidos en la segunda fase de la 

investigación (toma final de datos), apoyados en la aproximación instrumental en su 

enfoque antropológico. 

Marco conceptual 

Una perspectiva teórica reconocida por la comunidad (e.g., Drijvers, Kieran & Mariotti, 

2010, Haspekian, 2005, Hitt & Kieran, 2009 y Leung, Chan & Lopez-Real, 2006) para el 

análisis e interpretación del aprendizaje en medios tecnológicos es la aproximación 

instrumental del uso de herramientas tecnológicas (Artigue, 2002; Drijvers & Trouche, 



2008; Lagrange, 2003, 2005), en particular, su enfoque antropológico conocido como 

Tarea-Técnica-Teoría. En este enfoque, el énfasis es el desarrollo de Técnicas y de Teoría 

en el estudiante (en torno a cierta Tarea planteada) cuando éste hace uso de tecnología para 

resolverla. 

De acuerdo con Artigue (2002) la aproximación instrumental del uso de herramientas 

tecnológicas tiene dos influencias: una es la Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD) 

(Chevallard, 1999), la otra es la ergonomía cognitiva (Vérillon & Rabardel, 1995). De esta 

manera, pueden distinguirse, bajo esta perspectiva teórica, dos direcciones: una en línea con 

la ergonomía cognitiva; en donde el objetivo es estudiar los esquemas que el estudiante 

desarrolla en el proceso de la génesis instrumental, y un aspecto importante es distinguir un 

artefacto de un instrumento. En la segunda, el énfasis es estudiar la Técnica y Teoría que el 

alumno desarrolla en torno a cierto tipo de Tarea cuando éste hace uso de tecnología para 

resolverla. En el presente trabajo, seguimos la segunda dirección. 

Artigue (2002) y sus colegas, a partir de la TAD, colapsan los cuatro elementos que 

constituyen una praxeología (Chevallard, 1999) en tres: Tarea, Técnica y Teoría. De esta 

manera, en la aproximación instrumental, el término Tarea se refiere al problema a 

resolver; ésta es expresada, generalmente, mediante un verbo (e.g., dividir, multiplicar, 

simplificar, etc). La Técnica es un método o una manera de resolver la Tarea, su naturaleza 

no necesariamente es de naturaleza algorítmica; es una combinación compleja de 

razonamiento y trabajo rutinario que tiene tanto valor pragmático como epistémico 

(Artigue, 2002, p. 48). Las Técnicas permiten distinguir y reorganizar las Tareas; por 

ejemplo, pueden existir diferentes Técnicas para resolver una misma Tarea (Lagrange, 

2005, p. 116) con lo cual puede ser discutido el alcance de cada una, por ejemplo, al 

analizar los resultados obtenidos con éstas. 

Es decir, las Técnicas funcionan como un objeto para la reflexión conceptual cuando son 

comparadas con otras y cuando su consistencia es discutida (Lagrange, 2003, p. 271). La 

Teoría es el discurso [matemático] que justifica o explica la Técnica. Esta función 

epistémica de la Técnica ha sido el foco de atención en varias investigaciones (e.g., Kieran 

& Drijvers, 2006, Hiit & Kieran 2009, entre otras) respecto del incremento en términos de 

la Teoría y la Técnica que los estudiantes desarrollan cuando hacen uso de artefactos 

tecnológicos, particularmente aquellas que toman en cuenta el uso de CAS como una nueva 

Técnica que permite resolver cierta Tarea planteada. 

Metodología 

La toma de datos, de la investigación, consistió en dos fases: el estudio piloto y la toma de 

datos final. El objetivo de la primera fue obtener evidencia de la viabilidad del proyecto de 

investigación y para efectuar las modificaciones pertinentes en los instrumentos de acopio 

de datos. La segunda, se llevó a cabo para contar con los datos que provean evidencias 

acerca de las hipótesis planteadas en la investigación. El acopio de datos, en ambas fases, se 

llevó a cabo mediante la modalidad de entrevista, con tareas (actividades) diseñadas con un 

enfoque técnico-teórico. Es decir, en términos del marco conceptual adoptado para el 

análisis de los datos de esta investigación, las actividades fueron diseñadas de manera tal 

que para la Tarea dada (simplificar una expresión racional) involucraran preguntas técnicas 

y teóricas. 



La población participante fueron alumnos de bachillerato (15 y 16 años de edad) de una 

escuela pública, en dos ciclos escolares distintos. Es decir, la toma de datos se llevó a cabo 

con dos poblaciones de las mismas características, lo cual nos permitió comparar los 

resultados obtenidos en las dos fases de la toma de datos. Para el desarrollo de las 

entrevistas, los alumnos fueron acomodados en parejas (formadas por ellos mismos); 

recibieron una breve instrucción sobre el uso de la calculadora TI voyage 200 para que 

pudieran resolver las actividades diseñadas. Ninguno de los participantes había utilizado 

antes este tipo de tecnología en sus clases de matemáticas o fuera de ellas. 

El análisis de los datos es de naturaleza cualitativa; es decir, en donde una actividad central 

es explicar las formas como las personas en acomodos o situaciones particulares 

comprenden, dan razones de, actúan y manejan situaciones (Miles & Huberman, 1994). Los 

procesos centrales de toda investigación son: el acopio, representación, manipulación e 

interpretación de datos; estos procesos deben tomar en cuenta el referente teórico elegido. 

Para darle un valor de fiabilidad a cada uno de los procesos y por ende a los resultados que 

de ellos se obtengan, se debe cumplir con los siguientes criterios: poder descriptivo y 

explicativo; predicción; rigor y especificidad; replicabilidad y triangulación (Schoenfeld, 

2007, p. 82). En este artículo discutimos resultados de ambas fases del estudio; en 

particular, interesa discutir los procesos de la predicción de los resultados y la 

replicabilidad y, de esta manera, analizar si la toma final de datos arroja resultados 

parecidos que los obtenidos en el estudio piloto. 

Análisis de datos y discusión de resultados 

Los datos fueron analizados con el enfoque de la Tarea-Técnica-Teoría; estos muestran que 

en las dos poblaciones, el mismo tipo de reflexiones técnico-teóricas emergen en los 

alumnos para explicar los resultados dados por CAS y para decidir cuándo una expresión 

racional es no reducible. En un reporte previo (Guzmán, Kieran & Martínez, 2011) hemos 

planteado que cuando los estudiantes sólo poseen la técnica de cancelación para simplificar 

una expresión racional, cometen errores conocidos y caracterizados en la literatura como 

errores de extrapolación lineal y el papel epistémico del uso de CAS en torno a ello. 

Es decir, cuando su Técnica de papel-y-lápiz, consistente en cancelar elementos (literales o 

coeficientes que involucra la expresión racional), que se repiten en el numerador y 

denominador sin importar si estos son o no factores comunes, en algunas expresiones 

reducibles (particularmente aquellas de la forma binomio/monomio), dicha Técnica 

funciona. Sin embargo, para otras expresiones reducibles y no reducibles (de la forma 

binomio/binomio) esta Técnica (cancelación directa) no es adecuada. La siguiente Figura 1 

muestra el trabajo de uno de los equipos del estudio piloto (Equipo A, en adelante) donde 

se observa lo antes mencionado. 



 

Figura 1. Trabajo con papel-y-lápiz del Equipo A del estudio piloto. 

Cuando los alumnos utilizan CAS (Figura 2), como segunda Técnica para llevar a cabo la 

Tarea planteada, ésta promueve en ellos reflexiones Técnicas y Teóricas. En las 

expresiones de la forma binomio/binomio se observa claramente el papel epistémico de la 

Técnica CAS. Lo anterior puede observarse en la Figura 3. En ésta los estudiantes 

manifiestan procedimientos alternativos de papel-y-lápiz para explicar los resultados que se 

obtienen con la Técnica CAS. Es decir, los alumnos evolucionan de la Técnica de 

cancelación a la división de polinomios; en donde si en esta última el residuo es cero, 

entonces el cociente que se obtiene es la expresión simplificada. En cambio, si el residuo es 

diferente de cero, concluyen que la expresión es irreducible (para mayores detalles ver 

Guzmán, Kieran & Martínez, 2011). 

 

Figura 2. Trabajo con CAS del Equipo A. 



 

Figura 3. Nueva Técnica de papel-y-lápiz del Equipo A. 

En el estudio final, uno de los Equipos (Equipo B, en adelante) manifiesta el mismo tipo de 

Técnica de papel-y-lápiz que el Equipo A del piloto, además de la división de polinomios, 

antes de utilizar la Técnica CAS. De esta manera, el trabajo de este Equipo permite 

comparar el trabajo de ambos Equipos una vez que utilizan la Técnica CAS. De acuerdo 

con lo planteado en la sección metodológica de este documento, se espera que la evolución 

del razonamiento algebraico de los estudiantes sea parecida. 

Las siguientes figuras 4 y 5 corresponden al trabajo del Equipo B. La primera de éstas 

muestra el trabajo con papel-y-lápiz; la segunda el trabajo con CAS. De acuerdo con el 

registro escrito del Equipo B, en su trabajo con papel-y-lápiz, utilizan dos técnicas: cancelar 

y división de polinomios. De esta manera, una diferencia entre los Equipos del estudio 

piloto y en la toma final de datos es el número y tipo de Técnicas iniciales de papel-y-lápiz 

que los alumnos utilizan para simplificar las expresiones planteadas. 

 

Figura 4. Trabajo con papel-y-lápiz del Equipo B. 



 

Figura 5. Trabajo con CAS y explicación de resultados del Equipo B. 

De acuerdo con las figuras 4 y 5, la Técnica CAS le sugiere al Equipo B que su Técnica de 

división es la correcta para simplificar las expresiones racionales. Es decir, por un lado, la 

Técnica CAS les confirma su Técnica de división de polinomios (sin que dejen de utilizar 

la cancelación directa; especialmente en las expresiones reducibles de la forma 

binomio/monomio); por otro, provoca una reflexión teórica sustentada en el residuo del 

algoritmo de la división (ver última fila de la Figura 5) respecto de las expresiones 

irreducibles de la forma binomio/binomio. Así, esto último (la reflexión teórica) es del 

mismo tipo que surgió en el Equipo A del estudio piloto al contrastar su Técnica de papel-

y-lápiz con la Técnica CAS. 

De esta manera, mientras que en el Equipo A, el uso de CAS provocó que relacionaran los 

resultados de esta Técnica con la división de polinomios y que explicaran las expresiones 

irreducibles en función del residuo de dicha división, en el Equipo B ocurre un fenómeno 

parecido en cuanto a las expresiones irreducibles. En este sentido, estos resultados deben 

esperarse de acuerdo con los criterios de predicción y replicabilidad de una investigación de 

naturaleza cualitativa, ya que los dos Equipos A y B muestran un trabajo con papel-y-lápiz 

similar. 

Conclusiones 

En este reporte de investigación hemos mostrado, por un lado, el papel epistémico de la 

Técnica CAS. En el Equipo A del estudio piloto, este papel epistémico se observa tanto en 

la técnica como en la Teoría: provoca que los estudiantes piensen en otra técnica para 

simplificar las expresiones racionales planteadas y que les expliquen los resultados dados 

por CAS; sus reflexiones son también de carácter teórico al sustentar en el residuo de la 

división, cuándo una expresión es o no reducible. En el Equipo B del estudio final, el papel 

epistémico se observa respecto de la reflexión de carácter teórico que emerge en los 

alumnos sobre el significado que le atribuyen al residuo de la división de polinomios. 

Por otro, el hecho de que CAS haya provocado, tanto en el estudio piloto como en el final, 

el mismo tipo de reflexiones teóricas, nos permite argumentar la validez de estos resultados 

de nuestra investigación, con base en los criterios de replicabilidad y predicción. Así, con lo 



reportado en este documento, en éste se ofrecen evidencias acerca del papel positivo del 

uso de CAS en la promoción del razonamiento algebraico, particularmente acerca de 

producción teórica en los alumnos en torno a la simplificación de expresiones racionales. 
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