Chapitre 6

Solutions des exercices

5.1 Courbes

5.1.1

a) Onar(t)=t3i—t)j+k

Le vecteur vitesse est

d
v(t) = d—z = 2ti — 21

et sa grandeur est
(V)| = V42 + 412 = V82 = t/8

Le vecteur accélération est

d
a(t):d—‘t,:2i—2j

La trajectoire

On note que r = t2(i — j) + k et on reconnait I’équation paramétrique
d’une droite dans l’espace : en posant disons u =i —j et h = t> on
obtient :

r(h) = hu +k

qui donne la droite qui passe par (0,0,1) et avec le vecteur directeur
u = (1,—1,0). Comme h ne prend que des valeurs positives on obtient
plutot la demi-droite qui part de (0,0,1) et qui pointe dans la direction
u. (voir la figure en annexe)
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b)

On a r(t) = acos(t)i+ asin(t)j + ctk
Le vecteur vitesse est
_ dr

v(t) = !

= —asin(t)i+ acos(t)j + ck

et sa grandeur est

VIl = Va2 sin®t + a2 cos? t + ¢ = Va2 + 2

Le vecteur accélération est

d
a(t) = d_:f. = —acos(t)i — asin(t)j

La trajectoire

On aura reconnu ’équation paramétrique d’une hélice circulaire de
rayon a.

On a r(t) = ae'i + be'j + ce'k, a, b, c sont des constantes.
Le vecteur de vitesse est

d
v(t) = d—; = ae'i + be'j + ce'k

et sa grandeur est

V] = Va2e? +b2e? + 22 = \/e% (a2 + b2 + )
Le vecteur accélération est
a(t) = ae'i+ be'j + ce'k

On remarque que r(t)=v(t)=a(t).
La trajectoire
On note que r = ef(ai+bj-+ck) et on reconnait 1'équation paramétrique
d’une droite dans l’espace :en posant disons h = e, u = ai + bj + ck
on obtient :

r =hu

qui donne la droite qui passe par 'origine et avec le vecteur directeur
u. Comme h ne prend que des valeurs positives, on obtient plutot la
demi-droite qui part de l'origine et qui pointe dans la direction u.
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d) On ar(t) = e tcos(e')i+ e !sin(e!)j — e’k
Le vecteur vitesse est

v(t) = — = [—e"cos(e’) — e "sin(el)e'] i

+ [—e"sin(e’) + e cos(e') - €']
— ek
= [—e'cos(e') —sin(e")] i

+ [—€'sin(e’) + cos(e)] j — e'k
et sa grandeur est

Iv]l = [e"* cos®(e") + 27" cos(e') sin(e’) + sin®(e")
+ e *sin?(e") — 2¢ ' sin(e’) cos®(e') + e*'] 12

— ‘/6_2t+1+€2t

Le vecteur accélération est

at) = Cfl_‘t, = [e 7" cos(e") + sin(e’) — cos(e’) - €'] i
+ [e7"sin(e’) — cos(e') — sin(e’) - €'] j
—e'k

= [(e7" = €")cos(e’) + sin(e")] i
+ [(e7" —€")sin(e) — cos(e)] j — €'k

La trajectoire
On note que

r@®)]| = N/€72t0082(6t)~+—e*2tsjn2(et)+_e2t

Vet

et

A\VARAYS

Donc la particule s’éloigne de I’origine avec le temps. Considérons les équations
paramétriques des coordonnées



On voit que la troisieme composante z devient négative de fagon exponen-
tielle avec le temps. On voit aussi que la projection de la courbe sur le plan
de z,y (c’est-a-dire en «oubliant » z) donne une spirale qui converge vers
l'orgine. (voir la figure en annexe)

On peut donc dire que la trajectoire est une spirale qui s’enroule autour
de l'axe des z dans la direction des z négatifs. (voir la figure en annexe)

5.1.2

z =t Yy = 3t2, z = 6t, t = secondes

15 minutes = 15 - 60 = 900 secondes
distance = longueur de I’arc correspondant a 'intervalle [0,900]

900

- / VEOE+ GOR T (70t

900 900
= /\/3t2 + (6t)2 + 62dt = /\/9t4+36t2+3 6dt
900 900
_ / V32 1 6)2dt = / (32 + 6)dt = [t* + 6]
0

= (900)3 + 6-900 = 729 000 000 + 5400 = 729 005 400.

5.1.3

a) On a la courbe ay? = 23, disons @ > 0. Sur la branche du haut on a
23/2
Yy = —a et en utilisant la formule du numéro 5.1.6 on obtient :

s = /,/H

5a
9x 1 1 1 2 5
= 1+ SZde = —— [ V4 ——.-.2 |4 3/2
/ +4adx 2\/5/ a+ 9zdz 759 3[( a+ 9z) }0
0 0

335a
27
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N.B. On peut aussi utiliser la paramétrisation = = at?, y = at3 sur 'inter-
valle [0, \/5]

- branche

b) On connait bien la cycloide = = a(t — sint),y = a(l — cost).

Chaque arc est de la méme longueur, correspondant a un intervalle
du parametre de longueur 27. On peut prendre [0,27]. On a 2/(t) =
a(l — cost),y'(t) = asint.

2m 2m
s = /\/(a(l —cos(t)))? + (asin(t))?dt = / V/2a2 — 2a2 cos(t)dt
0 0

2
= a\/ﬁ/ \/1 — cos(t)dt. Or on sait que cos(20) = 1 — 2sin?(), ainsi
0
2m 2w
= a\/§/1/2sin2 (%)dt = 2a/sin <%> dt = 8a.
0 0

c) y=logz entre x = v/3 et . = /8
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b / |
b .

] /1 r;i"'is

\/§/ 1
s = / 1+—2dm
T
V3

NG
727 Log <_¢1++1)
2 _
2 Vi+z 1 V3
1 3

a) © =3ch(2t), y=3sh(2t), =z=6tt¢ec]0,n]

5.1.4

s = / VEOE+ G2+ (70t
0

= / V/(6ch(2t))2 + (6¢h(2t))2 + 62dt
0

™

= / 61/sh?(2t) + ch?(2t) + 1dt
0

™

= / 64/ch?(2t) + ch?(2t)dt

0

(en utilisant ch?(u) — sh?(u) = 1)
= 6/\/§ch(2t)dt = 6v/2 [Sh;—%)]z = gsh(%r)
0
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b) z =elcost, y=celsint z=¢€', te|0,n]

s = [VEORE R o
0

™
= / V/ (et costt — et sint)2 + (efsint + cost)2 + (et)2dt
0

™
= /et\/(cost—sint)2+(sint+cost)2+1dt

0
m

= /et\/cos% — 2sintcost + sin?t + sin?t + 2sint cost + cos2t + 1dt

0
T

= /et\/gdt = V3(e" —1)

0

5.1.5

On a ry,vp des vecteurs constants, w > 0 une constante et r(t) =

ro cos(wt) + X0 sin(wt).
w

A vérifier : v’ (t) = —w?r,r'(0) = vo,1(0) = 1o
En effet,
r(0) = rgcos(0) + % sin(0) = ro.

Aussi,
r'(t) = ro(—wsin(wt)) + v cos(wt)

de sorte que
r'(0) = ro(—wsin(0)) + vo cos(0) = vo.
D’autre part on a
r’(t) = ro(—w?cos(wt)) + vo(—wsin(wt))
= —w? |rgcos(wt) + % sin(wt)
2

= —wr.

Nous avons bien vérifié les trois relations.
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La trajectoire

On peut d’abord noter que r est toujours une combinaison linéaire
des vecteurs donnés rg et vg, de sorte que la trajectoire se trouve
dans le plan déterminé par ces deuz vecteurs. Comme |cos(wt)| <
1, |sin(wt)| < 1, quel que soit ¢, on voit aussi que la trajectoire se
trouve a l'intérieur du cercle de rayon ||rg + ||vo|| centré a l'origine
dans ce plan.

Si rg est perpendiculaire a vg : en se reportant directement dans le plan

déterminé par rg et vy on a disons

Tl

Posons a = ||rg]|, b= M.
w v
Alors I'équation vectorielle r = rgcos(wt) + -0 sin(wt) se traduit par les

w
équations parmétriques
x = acos(wt)
= bsin(wt)
2
et on reconnait les équations paramétriques d’une ellipse (On a alors —+
a
b2
On a donc comme trajectoire une ellipse située dans le plan déterminé par
ro et vg, et centrée & 'origine. On obtient un résultat analogue avec 'autre

configuration possible :
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Dans le cas général, en se reportant aussi dans le plan déterminé par rg et
Vo, disons

On peut tracer quelques points et utiliser le fait que cos, sin sont des fonc-
tions périodiques pour conclure qu’on obtient une courbe fermée, une espece
d’ovale comme ci-dessous.

On peut décrire la trajectoire comme un ovale contenu dans le plan
déterminé par rg et vg.
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5.1.6

= (), y =1(1)

a) On sait que

ou s = longueur de I’arc sur la courbe qui relie le point Py = (¢(to), ¥ (t0))

au point P; = (o(t1),¥(t1))

Considérons le changement de variable x = ¢(t).
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T1 t1
du )\ 2 , 2
On obtient /\/1 + (%) dx :/ 1+ (:ﬁ,gg) o' (t) dt
o to

-/ \/(w’(t)();z;)()zg’(t)ﬁw/(t) »

ty 7 3 7 2
-/ e (tfw(; |(¢ OF oty ar, isons /(1) > 0

~ [ V@O o

b)
dy _ d (dy\ _ d (V)
dz?2 dx ( a:)  dx (gp’(t))
_od (Y@ dt d (Y(t) 1
- E<30’(t)> @_@Q@’(ﬂ) (Z—f)
_ P D) 1 () = D" ()
(' (1))? ¢'(t) ¢'(t)?
5.1.7

Il suffit de vérifier I'identité suivante, pour tous vecteurs A, B
(*) |A[%IIBI[* - (A-B)? =||A x B||?
Disons Aaii+ asj+ ask, B = b1i+ baj + bsk cette identité se traduit par

(ai + a3 + a3)(b] + b5 + b3) — (a1by + azbs + asbs)?
= (agbg — azb2)? + (a1bs — azbr)? + (a1by — azb)?.

qu’on peut vérifier en développant de chaque coté.
On vérifie I'identité (x) plus rapidement en utilisant le fait que
|A-B| = [[A][[B]] cos¢
1A B[] = [[A][[|B]] sin¢
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ou ¢ est I'angle entre les deux vecteurs A, B.

En effet on obtient

(A-B)*> = |A-B]=||A|P[|B]]? cos’ ¢
|A-B|? = ||A|*|BJ|* sin® ¢
d’ou
(A-B)+||AxB|* = [|A|P||B]]* (cos® o + sin® ©)
= ||A[]?BI]?
|A[]?|B|]> - (A-B)* = ||AxBJ|>

on a obtenu (x).

5.1.8

On utilise la formule de la courbure pour les courbes gauches.

- V1@ + W)+ P + ") + G2 = e +y'y" + 22

(ww')? FWPEER)
a) 2(t) = ¢, y(t) = e, 2(t) = tV/2.
On a /() = ¢, x"(t) e () = —et (1) = e, (1)
V2, 2"(t) = 0.
On obtient

([6215 42 4 2} [621& + e—2t] _ [6215 o €—2t])1/2
(2t + 2t 4 2)3/2
(e4t 1414+ edt 4 0e2t 4 9p—2t _ o4t Lo e*4t)1/2
(€2t + =2t 4 2)3/2
(4+2* )" (24 ey

K =

(€2t 4 e=2t 4 2)3/2 o (€2t 4+ =2t 4 2)3/2
V2 V2 V2 1
T e 212 (dte )2 4ch(t)  2v2eh3(1)
V2
ICEE
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b) z(t) = e tsint, y(t) = e tcost, 2(t) = e™!

On a
2/(t) = —e"lsint + e tcost, a”(t) =—2e tcost
y'(t) = —e"tcost — e tsint, y’(t) =2e tsint
2(2) = —e7t, 2'(t) =et
_o2\1/2
o AB-C) 7
A3/2
ol
A = (—elsint+etcost)? + (—efcost — e tsint)? + (—et)?
B = (—2etcost)? + (2¢tsint)? + (e7)2 =57
C = (—e'sint+e " cost)(—2e " cost)
+ (—etcost — e sint)(2e " sint) + (—e e ™)
= 3%
D’ou
. (3672t Be—2t _ (_3672t)2)1/2 B V6 e 2 B V2 .
- (3e—2t)3/2 T3/3et 3
5.1.9

= 3e %

dr
On peut noter que le vecteur pr est toujours un vecteur tangent et

donc que le vecteur tangent unitaire (c.-a-d. de longueur 1) est donné par

1 d
- -—r.On le notera o.
Gl dt
a) On a
2 3
= ti+—j+ =k
r 1—|—2J—|—3
d
d—z = ittj+ %k
1 . . 9
d?r
pe i j+ 2tk
dr o 2 | 44
H%H = 14+t"+t
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IIdﬁII2 = 1442
dr d’r
d_z'ﬁ = t+2°

La courbure :

1/2
[\ |2 )22 - (dr.@ﬂ/
dt2 di2

K = .
[RAl
a2 4?) — (¢4 2632
N (142 + t1)3/2
K = (14482 + 2 + 484 + 14+ 445 — (12 + ard + 445)]'/°
N (1+12 + t4)3/2
R o I A e o
= (1412 + ¢4)3/2 B (1412 4+ t4)3
b) On a
r = ti+2tj+ (sint)k
d
d_; = i+2j+ (cost)k
1
o = \/ﬁ(i—i—%—i—costk)
d’r )
W = —sin(t)k
H HZ = 5+ cos’(t)
H H2 = sin’(t)
dr " dzr -
N —> — —SIntcos
dt = dt?
1/2
s - (% ) /
i dt " di?
K =

%13
[(5+ cos?(t)) sin®(t) — sin2(t) cos? ()] */*

K =
(5 + cos? t)3/2

5| sin(t)]
(5 + cos?(t))3/2
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c) On a

r = tcos(t)i+ tsin(t)j+ tk
% = (cost — tsin(t))i+ (sin(t) + tcos(t))j + k
r
3? = —sin(¢t) — (sin(f) + tcos(t))i+ (cos(t) + cos(t) — tsin(t))j
= (—2sin(t) — tcos(t))i+ (2cos(t) — tsin(t))j
H ||2 = (cos(t) — tsin(t))? + (sin(t) + tcos(t))? + 1
= 241¢
|| I ||2 = (—2sin(t) — tcos(t))? + (2cos(t) — tsin(t))?
= 44
r d’r
% . 2? = (cos(t) — tsin(t))(—2sin(t) — tcos(t))
+ (sin(t) + t cos(t))(2 cos(t) — tsin(t))
=
o = [(cos( ) — tsin(t))i+ (sin(t) + tcos(t))j + K|
1/2
141 | \zi;n - (%4
K =
[FAlk
_ lereyatre) - e~
- 2+ 2P
(8452
RENCERSEE
d) On a
r = e'cos(t)i+esin(t)j+ e’k
% = (e’ cos(t) — e’ sin(t))i+ (e’ sin(t) + €’ cos(t))j + e'k
H%H2 = (e cos(t) — e'sin(t))? + (e' sin(t) + e’ cos(t))? + €*
_ 32
125 = e
dr d°r "
@ aE =

139



1 e, Lo .
o = ——=(cost—sint)i+ —=(sint + cost)j+

V3 V3

1/2
e 2 |12 — (d—f-ﬁ)z] /
dt dt? dt  dt?

1
—k
V3

" [EEE
o [36% . 5e2t _ 9641&] 1/2
V3et
. VBe2t
V3et
K = V2é

5.1.10

r(t) = acos(t)i+ bsin(t)j, a > b.
a) Par symétrie la longueur de 'ellipse est 4 fois la longueur de la portion
de V’ellipse située dans le premier quadrant. On a

longueur de l’ellipse = 4 -longueur de 'arc POAPl
/2

= 4/\/(—asint)2+(bcost)2dt
0

w/2

= 4 / \/a2 sin?(t) + b2 cos?(t) dt
0

Et notons qu’on a

a?sin?(t) 4+ b? cos®(t) = a*(1 — cos?(t)) + b? cos’(t)
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= a? — (a® — b?) cos?(t)
2
. %)co@(t))

= a?(1 - k?cos?(t))

De sorte que
w/2

4 / \/a2 sin?(t) + b2 cos?(t) dt
0

1— —

vz b2

2 (a_2 <1, cara >b)

w/2

4 / ay/1— k2 cos?(t) dt

0
0
4a/ \/1 — k2sin?(t") dt’,
/2
en posant t = t' + /2

ce qui fait le lien avec la remarque qui accompagne la question.

cette hypothése par calcul.

Calculons d’abord la courbure le long de la courbe. Il est commode de
noter qu’on obtient une expression un peu plus simple pour calculer

b) On peut tout de suite remarquer que, d’apres le dessin, on peut deviner
que la courbure est minimale aux sommets de ’ellipse sur le petit axe,
c’est-a-dire en P; et P3, et que la courbure est maximale aux sommets
de lellipse sur le grand axe, c’est-a-dire en Py et P5. Nous allons vérifier

la courbure dans le cas des courbes planes.

T
K = dt dt dt dt
dz\2 dy 2 32
(@) + (@
On a
d
d—f = asint , d_gt/ =bcost
d*t d?
el —acost %g——bsint
D’ou
= | absin?(t) + abcos?(t) | ab
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La courbure le long de ’ellipse est une fonction du parametre ¢. On peut
étudier les minimums et maximums par les méthodes que vous connaissez
(points critiques, dérivée seconde etc.). Cependant, un examen plus attentif
permet de faire les observations suivantes.

1) K(t) est maximum lorsque [a®sin(t) + b? cos?(t)]*/? est minimum et
cette derniere fonction et minimum lorsque a?sin?(t) + b2 cos?(t) est
minimum.

2) K(t) est minimum lorsque [a?sin?(t) + b? cos?(t)]*/? est maximum et
cette derniere fonction est maximum lorsque a?sin?(t) + b% cos?(t) est
maximum.

3) En utilisant les calculs déja faits on peut noter que
a®sin®(t) + b%cos®(t) = a*(1 — k*cos?(t)),
< a?, car 0 <1—k%cos®t <1 quel que soit ¢.
Aussi
a?sin®(t) + b2 cos®(t) = a*sin®(t) + b3(1 — sin’(t))
= b2+ (a® — b?)sin?(t)
b2, car (a® — b?)sin®t > 0

quelque soit ¢, (car a > b).

A

Ainsi, on a pour toutes les valeurs de t
b* < a®sin®(t) + b* cos*(t) < a®

Or les valeurs b? et a? sont atteintes (pour un tour autour de I’ellipse)

sit=0, a?sin?0+ b%cos’0 = b2
siot=m, a®sin’7+ bPcos’m = b2
Sy 22T 2. 21 _ 2
si t=m, a“sin®F + b*cos*5 =a
si t= 37”, a?sin? 37” + b2 cos? 37“ = a?
On en conclut que a? cos?(t) + b?sin?(t) est
maximum si t=7F out= 37”

minimum si t=0 out=nw
D’ou la courbure K (t) est

minimum  si t= 7, = 37”
maximum si ¢t =0, =T

donc la courbure K (t) est

minimum en P, Ps
maximum en Py, P>
tel que prévu !
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5.1.11

On a les demi-droites suivantes (voir la figure en annexe) qu’on veut
relier de fagon «lisse» par une courbe donnée par un polynoéme f(x) sur
I'intervalle [—1, 1]. Le polynéme doit satisfaire les six contraintes suivantes :

f(=1)= =1, f(1) = 1 (passage par les points)
f/(=1)= 0 , f'(1) = 0 (inclinaison des tangentes)
f'(=1)= 0, f’(1)= 0 (courbure)

et un polynome de degré 5 devrait suffire, en effet

posons f(z) = a4+ bz + cx?® +da® + ex? + f2°. On cherche a,b,c,d, e.
Ona f'(x) = b+ 2cx+ 3da® + dex® + 5f2?
f"(x) = 2c+6dr+12ex? +20fx>

A partir des contraintes données, on obtient les six équations suivantes :

f(=1)=—-1 domne a—-b+c—d+e—f=-1
() = donne a+b+c+d+e+f=1
f(-1) = donne b—2c+3d—4e+5f =0

1
1
f/(1)=0 donne b+2c+3d+4e+5f=0
0 donne  2¢—6d+4 12e —20f =0
f7(1)=0  donne 2c+6d+12¢+20f =0

On a donc un systeme d’équations linéaires de 6 équations a 6 inconnues.
En utilisant la méthode de votre choix pour résoudre, on trouve

15 -5 3
a 9y 8 9y c Y 4 Y € Y f 8
Le polynéme cherché est
15 5 3
f(z) = e ng + §x5

(voir la figure en annexe)

5.1.12

On doit relier de fagon «lisse» les bouts de courbes suivants : (voir la
figure en annexe)

Nous alons relier directement (—1,1) a (0, 1). (On pourrait aussi chercher
a relier (—1,1) & (0,1)). On veut relier ces courbes par une courbe donnée
par une fonction f(z) sur l'intervalle [—1,0]. La fonction f(z) doit satisfaire
les six contraintes suivantes :
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f(=1)= 1, f(0)= 1 (passage par les points)
/=10, f'(0)= 0 (inclinaison des tangentes)
=0, |f"(0)) = 1 (courbure)
Pour avoir la bonne concavité en (0,1) on prend f”(0) = —1.
"
N.B. (\/1 - x2) (0) = -1
N.B. De % = 1 = courbure du cercle et f'(0) = 0, on tire
[f"(0)] = 1.

Comme on I’a vu, un polynoéme de degré 5 devrait faire ’affaire

Posons  f(x) = a+ bz + cx?® + dad + ex* + fab
On a f'(x) = b+ 2cx + 3da? + dex + 5fxt
f"(x) = 2¢+ 6dx + 12ex? + 20 f23

A partir des contraintes, on obtient les six équations suivantes :

f(-1)=1 ; a—b+c—d+e—-f=1
fO)=1 ; a=1
f[(-1)=0 ; b—2c+3d—4e+5f= 0
F0)=0 ; b= 0
F(~1)= 0 ;  2—6d+12 —20f = 0
) =1 2= 1

On a un systeme de 6 équations linéaires a 6 inconnues. En utilisant la
méthode de votre choix pour résoudre on trouve

Le polynéme cherché est donc

1 3 3 1
flx)y=1- 5952 - 53:3 - §x4 - §IE5

(voir la figure en annexe)

5.1.13

A voir : une courbe le long de laquelle la courbure est toujours nulle
est obligatoirement une droite.

Considérons une courbe paramétrée et supposons que la courbure K
est toujours nulle. Il s’agit de voir que cette courbe est une droite. Or, la
courbure est nulle, quelle que soit la paramétrisation utilisée pour la calculer.
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L’expression la plus simple pour la courbure est donnée lorsqu’on utilise la
paramétrisation par la longueur d’arc. En effet,

do dr
K(s) = ||£H, ol o= 75 ot le vecteur tangent
d d
Ainsi, on a H—UH = 0, pour toute valeur s. D’ou d_o- = 0, pour tout s.
s s

Donc o doit étre un vecteur constant.

Disons o = u, c’est-a-dire d—z =u; = (a,c,e) pour tout s.

Ceci entraine que r = su; + ug, ot uy = (b,d, f) disons (en intégrant)
c’est-a-dire r(t) = (as+b)i+ (cs+d)j+ (es+ f)k qui donne bien une droite
(sous forme paramétrique).

5.1.14

On appelle cycloide la courbe engendrée par un point situé sur une cir-
conférence qui roule sans glisser sur une droite. Supposons que le point
mobile M de la circonférence se trouve au début du mouvement a l'ori-
gine des coordonnées. Déterminons les coordonnées du point M apres que
la circonférence ait pivoté d’un angle ¢t. Désignons par a le rayon de cette
circonférence.

On voit que
xr=0P=0B - PB,

mais comme la circonférence roule sans glisser
OB =MB=at, PB= MK = asint.

Donc
x =at —asint = a(t — sint).
Or,
y=MP=KB=CB—-CK =a—acost=a(l —cost).
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On obtient les équations paramétriques

x = a(t —sint),

<t<
y = a(l — cost), }O_t_%-

Quand t varie de 0 a 27, le point M décrit un arc de la cycloide.
Eliminons le parametre ¢ de ces équations pour trouver un lien direct
entre y et z. La fonction y = a(1 — cost) admet sur le segment 0 < ¢t < &

t =arccos | —— | .
a

En substituant on obtient :

r=aarccos| —— ) —a Ssimjf{arccos| ——
a a

I = a arccos <u> —v/2ay — 42, pour 0 < z < 7a.
a

On voit directement sur la figure que pour ma < z < 27a
a—1y 3
T = 21a — <a arc cos <—> —V2ay —y > .
a

N.B. La fonction z = a(t—sint) admet une fonction inverse qui ne s’exprime
pas a 'aide de fonctions élémentaires.

une fonction inverse :

ou
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5.2 Dérivées partielles

5.2.1

Les surfaces représentatives sont tracées avec les courbes de niveau
a) f(r,y)=z, 0<z<2, 0<y<3
plot3d(z,x = 0..2,y = 0..3, style = patchcontour, axes = normal)
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b) f(z,y) =42 +y?, —2<2<2, -3<y<3
plot3d(4xx~2+y~2,2 =0 — 2..2,y = —3..3, style = patchcontour,
axes = normal) ;
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o) flxy)=+22+y2, -2<2<2, -3<y<3
plot3d((z~2+y~2)"(1/2),z = —2..2,y = —3..3, style = patchcontour,
axes = normal) ;
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plot3d(6 — x — 2 xy,z = —6..6,y = —4..4, style = patchcontour,
axes = normal) ;
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e) flm,y)=v¢% 0<2<1,0<y<1
plot3d(y~2,z = 0..1,y = 0..1, style = patchcontour, axes = normal) ;
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f) flzy)=4-2°-y?, 0<2<2 0<y<?2
plot3d(4 — x~2 —y~2,2 = 0..2,y = 0..2, style = patchcontour,
axes = normal) ;
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g) f(z,y)=sin(z), 0<x<6,5, 0<y<1,1

plot3d(sin(x),z = 0..6.5,y = 0..1.1, style = patchcontour,
axes =normal) ;

5.2.2

a) On a la fonction f(z,y) =z —y

Les courbes de niveau sont données par la famille de courbe
rT—y=c

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est définie pour toutes les valeurs de x et y et
qu’elle prend toutes les valeurs possibles.

Pour une valeur donnée de ¢, on a I’équation d’une droite.

On obtient, dans le plan x,y
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Les courbes de niveau sont données par la famille de courbes

b) On a la fonction f(z,y) = 22 + 2y

22+ 2% =c

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est définie pour toutes les valeurs de x,y et
que la fonction ne prend que des valeurs positives ou nulle.

Pour ¢ = 0, on obtient un point (0,0).
2 2

Pour ¢ > 0, on obtient ’équation d’une ellipse <x— + % = 1)
c c
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¢) On a la fonction f(z,y) = zy

Les courbes de niveau sont données par la famille de courbes

xYy =c

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est définie pour toutes les valeurs de x,y et
qu’elle prend toutes les valeurs possibles.

Pour ¢ = 0, on a zy = 0 qui donne la paire de droites des axes de

coordonnées z = 0 (axe des y), y = 0 (axe des z). Pour ¢ # 0, on a
I’équation d’une hyperbole équilatere.
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72

d) On a la fonction f(x,y) = —
)

Les courbes de niveau sont données par la famille de courbes

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est bien définie par les valeurs z, y avec x # 0,
et qu’elle prend toutes les valeurs possibles.

Pour ¢ = 0, on obtient la droite x = 0
2

x
Pour ¢ # 0, on a I’équation y = — d’une parabole.
c
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e) On a la fonction f(z,y) =

R <P

rT—y
r+y

Les courbes de niveau dont données par la famille de courbes

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est définie pour les valeurs z, y telles que = # y
et que la fonction prend toutes les valeurs possibles. Pour chaque valeur
de ¢ on obtient 1’équation d’une droite (¢ — 1)z + (¢+ 1)y =0
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f) On a la fonction f(x,y) = m

Les courbes de niveau sont données par la famille de courbes

22 + 4y

ou ¢ est une constante.

On note que la fonction est définie pour toutes les valeurs de x, y sauf

a lorigine et que la fonction ne prend que des valeurs positives (> 0).

Pour chaque valeur de c¢,c > 0, on obtient I’équation d’une ellipse
2 2

x

el U

/¢ 1/4c
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5.2.3
a lim azy+a22=2-(-1)+22=2
) (z,y)—(0,0) -
N.B. La fonction zy + 2% est continue
3
Y

b) On considere  lim >
(z,y)—(0,0) =2+ Yy

3 2 2

Y Y et que 0 < y

. —— <1
$2+y2 $2+y2

On remarque que =
que que 57
3
Donc \% < |y|, quels que soient z,y (pas nuls en méme temps)
% +y

3
d’ou  lim 2y 5 < lim |y| =0 et on en conclut que
(zy)—=(0,0) 27+ Y "~ (2,y)—(0,0)
3

li L A
(@) (0.0) 22+ 92

¢) On considére  lim M
(:E,y)—>(070) e +y

la droite y =z, on a

Si on s’approche de (0,0) le long de

_ sin(x,y) ..  sinaz? Isinaz? 1
lim ——— = lim = lim = -

(z)—(0,0)y=z 22 +y%2 z—=022+ 22 20 2 22 9

(N.B. On sait que lim sin 0 = 1> .
6—0 0
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Mais si on s’approche de (0,0) le long de la droite y = 2z, on a

. sin zy . sin 222 . sin 222
lim ——5 = lim ———— =1lim- 5
(z,y)—(0,0)y=22 T*“Y z—0 2?2 +4x 7—0 51
. 2 sin2x? 2
= lm=-+ —— =—
z—0 5 21‘2 5

sin(x,
On en conclut que la limite considérée n’existe pas puisque % ne
T Yy

s’approche pas d’une valeur déterminée lorsqu’on s’approche de (0,0).

5.2.5

Pour chacune des fonctions f(z,y), on doit résoudre le systéme d’équation
en T,y :

of

=0
Ox
0
9 _
Ay
a) On a
flz,y) = 9333/2 a—x —y), a est une constante.

— iy — 2N — 23S

g_f = 3ax’y? — 423y* — 32%y° = 2%9*(3a — 4z — 3y)
xz
0
8_f = 2axdy — 22ty — 323y = :cgy(Qa — 2z — 3y)
Y

On doit résoudre

22y? (3a —4x — 3y) =0
23y (2a —2x —3y) =0

La 1% équation donne z =0 ou y = 0 ou 3a — 4z — 3y = 0.
La 2¢ équation donne x = 0 ou y = 0 ou 2a — 2z — 3y = 0.
On a donc les points :

(0,y) , quel que soit y
(z,0) , quel que soit x

(3:5) -

N.B. (%, %) est la solution de 3a — 4z — 3y = 0 et 2a — 2y — 3x = 0.
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1 1
b) Onaf(x,y):x2+xy+y2+5+§

af 1
af 1
e 2y — —
Dy T+ 2y 2

On doit résoudre )
2z + Yy — - = 0
Z

1
r+2y——5=0
Yy

On obtient
2% + 2y —1 =
my2 + 2y3 -1
D’ol
208 + 2Py —axy? -2 = 0
3 2
2% + % - g = 0.

x

En posant t = =, ona2t3 4+t -t —2=0.
Y

On vérifie que t = 1 est la seule racine réelle.

D’ou % =1, c’est-a-dire x = y.

En remplacant ci-dessus on obtient 223 + 23 —1=0,323 -1 =0,2 =

! Ainsi on a selo't(—1 —1>
——. Ainsi on a un seul point : ) :
73 b BB
¢) On a f(z,y) = sin(z) + sin(y) + sin(z + )
aof
3 = cos(z) + cos(x + y)
of
5 cos(y) + cos(z + y)

On doit résoudre

{ cos(x) + cos(z +y) =0
cos(y) + cos(z +y) =0

On tire cos(z) = cos(y), d’ou sin(y) = £ sin(z).
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En remplagant, on a cos(x) + cos(z) cos(y) — sin(x) sin(y) = 0
Pour sin(y) = sin(x)
On a

cos(z) + cos?(z) — sin®(z) =
2 cos? () + cos(x) — 1

d’on
cos(x) = 5 ou cos(z) = —1

et on a alors -
l’::t§—|—27'(‘k‘ ou x=m+ 27k,

ou k est un entier relatif et
y=x+ 27t
(car cos(z) = cos(y) et sin(x) = sin(y))
Et on obtient les points
(g + 27k, § + 27k + 27rt) , quels que soient les entiers
relatifs k, t.
(=% + 27k, —% + 27k + 2mt)
(m + 2nk, 7 + 27k + 27t) ,
Pour sin(y) = — sin(x)
On a

cos(x) + cos?(x) +sin®(z) = 0

cos(z) = -1

d’'ou = 7w+ 27k, ou k est une entier relatif
et y = m+27s , ou s est un entier relatif

Et on obtient les points

(m + 27k, m+ 2mt), quels que soient les entiers k, t.

T T
N.B. Si on se restreint a 0 < x < 5,0 <y < — on n’a que le point

2
(_ _>
3 3

d) On a f(z,y) = sin(z) sin(y) sin(z + y)

% = cos(x)sin(y) sin(x 4+ y) + sin(x) sin(y) cos(x + y)
g—‘g = sin(z) cos(y) sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(z + y)
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On doit résoudre

{ cos(z) sin(y) sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(z + y) =0
sin(x) cos(y) sin(x + y) + sin(x) sin(y) cos(x +y) =0

On obtient
cos(z) sin(y) sin(z + y) — sin(z) cos(y) sin(z + y) =0

sin(y — z)sin(z +y) =0

d'ou sin(y—z) = 0 ou sin(z+y)= 0
y—x = knw ou r4+y = kmw, ou k est un
entier relatif
y= x+kr ou y= —x+kr

Pour y =x + kn
On a

cos(z) sin(x + k7) sin(2z + k7) + sin(x) sin(x + k) cos(2x + kn) =0

d’ou
sin(z) cos(z) sin(2z) + sin?(z) - cos(2z) = 0
%sin(%v) -sin(2x) + 1_#8(2@ ~cos(2z) = 0
On obtient
2cos®(2z) — cos(2x) —1 =10
d’ou

1
cos(2x) =1 ou cos(2x) = =
et on en conclut
7.(- 27—‘- N . .
r=1tmroux = 3 +tmroux= 3 + tm, ou t est un entier relatif

Ce qui donne les points

(tm,tm + k)
(W+t Tyt +k)
— T, — v T
3 "3
2

U
3 7r,3 e T

163



quels que soient les entiers relatifs k, ¢

Pour y = —z + k=

On peut mettre le systéeme sous la forme

{ sin(y) sin(2z +y) =0
sin(z) sin(z +2y) =0

On a
sin(x) sin(x — 2z 4 2km) =0
sin(x) - —sin(x) =0
D’ou
sin(z) = 0
r = tm, out est un entier relatif

Ce qui donne les points
(tm, —tm + k), quels que soient les entiers relatifs k, ¢.

N.B. Si on se restreint a 0 < z < 7, 0 < y < 7 on n’a que les points
(5.5). (5. %), 0,0), (z, 7).

5.2.6
b) On a

A voir
o e o
T ox2 y@x@y_ Ox

En effet, on a

0z 2zy%(z + y) — z2y? B 2y? + 2293 B zy?(z + 2y)
or (z +y)? o (@ty? (z+y)?
0z = M (N.B. Par symétrie entre z et y)
Ay (z +y)?
%z 2wy +2y°)(x +y)? — (2% + 22%) - 2(z + )
ox2 (z +y)*
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2y4

(z +y)*
>z (2zy* + 6yz?)(z +y)* — (2%y® + 2y2°)2(x + y)
oxdy (x + )1
_ 2ay(2? 4 3zy + )
B (z+y)?
Ainsi on a
x%—l—yﬂ _ r-2yt oy 2zy(2? + 3xy 4+ y?)
dz? 7 9zdy (z 4+ y)3 (x +y)3
2 - 2y%[y? + 22 + 3zy + y?]
(z +y)?
_ 2-ayP(e+y)(z +2y)
a (z+y)?
zy*(z + 2y)
— 2
(z+y)3
0z
= 2 5
5.2.7

Pour (a) a (e), il s’agit de voir que

0% f  O*f
gl %)
ox?  Oy?

et pour (f), il s’agit de voir que

0? 0? 0?
#f Pf 0f
ox?  Oy? 022

a) On a f(z,y) = A(z? — 2y?) + Bxy, ou A, B sont des constantes

ﬁ = 2Ax+ By ﬁ = —2Ay+ Bz
o f o°f
0x2 T Oy
Ainsi 2 o
— + —==24A-2A=
Ox? + Oy? 0

b) On a f(z,y) = 322y — y?
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_< ) 2 9
o
Fr I R W
Ainsi Ry
92 T ==
) On a f(x,y) = _r
c a f(z,y) = o
0f _ @ai)-sd  —atay? Of -y
oz (22 +y?)? (2249220 9y (a2 4y?)?
Pf o 204y - (—a?+y?) 202 +yP) - 2
ox2 (22 + y2)A
_ 2z(@® + ) [ (2 ) —2(=2" + 7)) 2z(a® - 3y?)
= (z2 +y?) - (22 + 42)3
%f _ 2w’ +y°)? — (“22y) 22" +9%) 2y _ 2w(—a® + 3y%)
y? B (:c2+y2)4 - (x2+y2)3
Ainsi
o*f % _ 2w(a? =3y | 2w(—a’+3y) _
R R B TR
d) On a f(z,y) = arctg (%)
or Lt .y v o 1 1__ ¢
ox N 1+(y)2 $2x2+y2’ 8y_1+(g)2 $_$2+y2
Of 2wy O 2wy
R TR R
Ainsi
aZf azf 2xy —2zy

2 * oy? (22 4 y2)2 + (224922
e) Ona f(z,y) = log(a? +¢?)

af _ 2x of 2y

or $2+y27a_y_x2_|_y2

O _ 2aty?) 22w 24P 02f 2?2y
o2 (22 4 y2)2 - (22 +y2)2 8_y2 = m

(par symétrie entre x et y)
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Ainsi
0*f  0*f 22240y 22?2 —2y?

Ox? + oy (224922 (224 y?)?

1
f) On a f(x,y,2) = NEERTEE
af —2x af —2z
0r (@224 22280 Oy (a2 + 42+ 22)3/2
of —2z
9z (a2t y? 4 22
0% f —2(2? +y? + 2232 — (—22) - $(2® + 2 + 22)V2 2
o (22 +y% + 22)3 -

2@+ P+ )V~ (22 + P + 2%) + 307
(2 +y2 4 22)3
2(222% — y? — 2?)

(332+y2—|—z2)5/2

82_f o 2(—a? +2y% — 2?) ﬁ _2(—a? —y? 4227
8y2 o (.’E2 + y2 4 22)5/2 ’Hx2 (.’E2 + yQ + 22)5/2
(par symétrie)
Ainsi
>*f N *f N If 2020 -y 2% | 2(=2" +2y% -2
022 T 0y? T 922 (224242252 (22 4y + 22)5/2
2(—a? —y? +22%) 0
(562 + y2 + 2’2)5/2 -
5.2.8

On a u(z,y),v(x,y) qui satisfont les équations de Cauchy-Riemann
Ou v Ov  Ou (%)
dr Oy Ox Oy
et dont les dérivées secondes sont continues.

A voir u et v sont harmoniques, c’est-a-dire

?u 0% v 0%
— =0 et

92 "o T 922 "o
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a0 0o

0x2  Oxdy oy Oyox
et

o o o

0x?  Oxzdy oy?  Oyox

a cause des équations de Cauchy-Riemann.
Puisque les dérivées secondes de u et v sont toutes continues on a

d%u 0% d%u 9%
et

0xdy B 0yox 0xdy B 0yox
par le théoreme sur les dérivées partielles mixtes.
D’ou
Pu Pu_ Pu v v P
0x?2  Oy?2  OxOy Oydr 0Oxdy Oxdy
et
v 0*v  —0%u  O%u —0%u  0%u 0

022 + 8—312 - oxdy + 0yox - oxdy + oxdy -

tel que voulu.

5.2.9
c) Ona f(z,y) = /22 +y?
of .= 9f_ ¥y
Or a2+ y? ' Oy (22 42
. 1 1
Ainsi pour z =1, y =0, dw:i’ dy:Z
on obtient
_of 1 9f 1
i = Oz 1(1,0) 2+8y (1,00 4
1 1
df = 1.2 .
if 2+0 1
1
df = =
! 2
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5.2.10

On utilise 'approximation vue au cours pour une fonction f(z,y) pres
d’un point (a,b), ou g(z,y, z) pres de (a, b, c)
of of
Az, b+ A ~ b))+ — ==
flatBabtby) ~ flab)+ 5] Awt G
0
gla+ Az, b+ Ay,c+ Az) =~ g(a,b,c)+ 29

ox
Jg
o

a) On a f(x,y) = sin(rzy + log(y)) qu’'on veut estimer en (0,01;1,05)

(a,b)

(a,b,c)
99

A
(a,b,c) 4 0z z

(a,b,c)

Utilisons I'approximation ci-dessus pres du point (a,b) = (0, 1), avec
Az =0,01, Ay=0,05.
NB.:0,01=040,0l=a+ Az 1,06=14+0,05=0+ Ay

On a
g—i = cos(mxy + log(y)) - Ty
g—z = cos(mzy + log(y)) - <7r;17 + 5)
% on cos(0) - m =, g—ch o cos(0)-(0+1)=1
On obtient
£(0,01;1,05) ~ f(0,1)+ g_ﬂ(o,n -0,01 + g—i on) 005

£(0,01;1,05) ~ sin(0)+m-0,01+1-0,05

f£(10,01;1,05) =~ fm + 0,05, ce qui donne environ 0, 0814

N.B. Une calculatrice donne directement f(0,01;1,05) =~ 0,084685.

24
b) O SR S —— t esti 2,1;1,8).

) On a f(x,y) R qu’on veut estimer en ( )
Utilisons I'approximation ci-dessus preés du point (2;1) avec Az =
0,1, Ay =0,8.

NB.21=2+4+0,1 1,8 =1+ 0,8
On a
of =242z +y) of 242y +z)
dr (22 +ay+y?)? dy (22 +ay+y?)?
af =245 of =244
Orley 49 "oyl 49
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On obtient
of 0,1 g

JRLLS) ~ J@D+ g 0Lk G| 08
F(2,1:1,8) ~ 2—;l+_2442'0’1+_i'4-0,8
F21:1,8) ~ %(7—0,5—3,2)

24
f2,1:1.8) ~ 533

f(2,1;1,8) ~ 1,6

N.B. Une calculatrice donne directement f(2,1;1,8) ~ 2,099

On a f(x,y,2) = Vx + 2y + 3z qu’on veut estimer en (1,9; 1,8, 1,1)
Utilisons 'approximation a ’aide de la différentielle comme ci-dessus,
mais pour les fonctions de trois variables :

fla+ Az, b+ Ay,c+ Az) = f(a,b,c)+df(a-b,c, ANz, Ay, \z)

= f(a,b,c) + g

ox
of
dy
Utilisons cette approximation pres de (a,b,c) = (1,1,1) avec Az =
0,9, Ay =0,8 Az =0,1
Onal,9=140,9=a+A2,1,8=140,8=b+Ay,1,1=140,1=
c+ Az

(a,b,c)
of

VAN
(a,b,c) vt 0z ‘

(a,b,c)

of 1 o) _ 1
or  2yx+2y+3z Ozrliin 26
of .1 ofy _ 1
oy  Jrx+2y+3z  Oyhir 6
of _ 3 ofp  _ 3
0z Vr+2y+3z  0zl111 26
On obtient
of of
1,9;1,81,1) = 1,1,1 _‘ -0, =L .
A ) g )+ Oz 1(1,1,1) + Oy l(1,1,1)
of
+§(1,1,1)"
FLOL&L1) ~ VBt 0,0+ = .08+ —>_.0,1
»YY Yy 2\/6 9 \/6 ) 2\/6 )
1 14,8
1,9;1,81,1) ~ ——(2-6+0,9+2-0,840,3) = —=~3,0
I ) 2\/(—3( ) NG
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N.B. Une calculatrice donne directement f(1,9;1,8;1,1) ~ 2,9664.

5.2.11

1) On a z = 32* — 2y + 3>, qu'on considere en M = (1,2). La direction
donnée est la suivante : (voir la figure en annexe) ; d’autre part

0z
20— 19223 —
ox SR
0z
-z = 392
3y T+ 3y
Ainsi
0z 0z 1 V2
D = — . 60° + — 30°=10- - +11- —
s% (1,2) ox1(1,2) o * oy l1(1,2) €0 2 + 2

V3

2) On a z = 522 — 3z —y — 1, qu’on considere en M = (2,1). La direc-
tion donnée est la suivante : (voir la figure en annexe) Les ”cosinus
directeurs” sont donnés par

5—2 5-1 _<§ é)
VG6-22+6-12 V6-22+6-12) \5'5

D’autre part

0z 9z
o =10z =3, == —1.
Ox 0z =3, dy
Ainsi
0z 3, 0z 4 3 4 47
> (2,1)  Oxl21) 5 + oyl 5 5 +(=1) 5 5 )

3) On a une fonction quelconque f(z,y).

a) La direction indiquée est la bissectrice du premier quadrant. (voir
la figure en annexe)

Dslf’ = g—f’ cos45° + cos 45°
P xlp

of| V2 of
%’p7+—

5]
dy lp
\/§

ayp2
_ VE(op)  of
N 2 8.Tp ayp.
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b) La direction indiquée est la suivante : (voir la figure en annexe)

_ of o, Of 0
Dslf’p = %‘pcosl&] —I—a—y’pcos(—QO)

of of
= 2Ly 4+ 2.
Oz lp ( )+3yp !
_ o
N ox p
4) On a f(z,y) = 2% + 32 + 4zy + y?. Notons que
grad f = (32 4 62 +4y)j + (4z + 2y)j

grad f| = = 0i+0j=0
(5:3)

Wl

33

est donnée par la projection de grad f| = dans cette direction, la
ER

. o . 2 -4
Comme la dérivée, dans une direction donnée, au point (— ,

—
wl

)

dérivée obtenue sera toujours nulle.

5.2.12
On a T(z,y) = 100 @y si (z,y) # (0,0). On considere le point P =
) 212 ; )
(2,1).
a) T change le plus dans la direction du gradient. (voir la figure en an-
nexe)
grad T‘P = Z—Z Pi+ g—z o
On a 7 100y° —1002%y 9T _ 1002 — 1002z
Bz @2 By (@21 P)e
grad T’P —  _12i 4+ 24j

b) La valeur absolue de la dérivée dans la direction du gradient en un
point donné, ici P, est donnée par la norme (ou la longueur) du gra-
dient en ce point.

On trouve

lrad 7| || = II(-12,20)]| = V720 (= 27)
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¢) On a la direction de 60° avec I’axe x (voir la figure en annexe)

T T
DT = 8_ ~C08600+8— - cos 30°
(2,1) oz 1(2,1) Jy l(2,1)
1 V3
= (=12)-=4+24.2°
(—12) 5+ 5

= —64+12V3 (= 15)

5.2.13

On veut étudier les extremums de ces fonctions. On étudie les points
qui annulent les dérivées partielles. Ces points ont déja été trouvés dans un
exercice précédent (exercice 2.5).

1) On a z = 2%y%(a — © — y), a est une constante.

— = 3a—4x —3 — = 2a —2x — 3
O 27y (3a — 4z — 3y) Dy 2°y(2a — 2z — 3y)

. . . . . 0z 0z
On avait trouvé les points suivants | qui annulent b et En 0,y),

€T Y
. ) a a

quel que soit y; (x,0) quel que soit z; <§, §>
Utilisons les tests vus en classe. On a

0%z 0%z

ol 2xy*(3a — 6z — 3y), 97 23(2a — 22 — 6y)
0%z 9
ooy z*y(6a — 8x — 9y)
Pour les points (0,y) et (x,0) on a
eV
020y | (2,0) 0x2(z,0) Oy?l(z,0)
et on ne peut rien conclure.
Pour (%, g) ,a#0,0n a
0%z —a*
7z Y
o0l(55) ~ 9 TV
Pz 0% 9%z _ <—_a4)2_<—_a4> <—_a4>
0xdyl(s.5) 0x*l(5.5) Oy*l(5.%) 12 9 8
—a8
= m < 0
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Donc (%, %) donne un maximum local.

Onaz:xz—i—xy—kyz—}—%—i—i

0z 1 0z

_:2534‘2/—? ' Dy

1
= Q — —
7 T+ 2y 7

1 avall trouve un seul poln ul annule [§] : -
p q 9$ 92/ 3 37 3 3
Utilisons les tests vus en classe.

On a

0?2 2 0%z 2 0%z

0x? 3 Oy? y3 7 0xdy
0%z
— =242-3=
5utl 505 =2 T2 3=8>0

0%z 0%z 0%z
_Z- liod —0—-8.-8—= —64
<8x8y (%>> o2l s alymes = 0 0 8= 700

On peut conclure que z est minimum (localement) en

(7 %)

On a z = sin(x) + sin(y) + sin(x + y) sur le domaine 0 < z < g, 0<
7r
< —
V=73
% = cos(x) + cos(z + y), g—; = cos(y) + cos(x + y)
Avec la restriction sur les valeurs de x,y seul le point (g, g) annule
les dérivées %, %
oz’ dy
Utilisons les tests vus en classe.
On a
2 2
% = —sin(z) —sin(z + y) , g—yi = —sin(y) — sin(z + y)
Oz _ —sin(z +y)
oxdy 4
9%z LT (27 -3 V3
ozl es =~ (3) —Sm(?> =5~ = Va0
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%2 2 9% 0%z (-3
(83:83/ (g,g)) - Ox2? (z,7) . 8—y2 (z,7) - (T) - <_\/§) (_\/g)
-9
= a1 <0

. . 7r T
On en conclut que z possede un maximum local en & = 3 Yy = — pour

3
T T
I<zx<—-et0<y<—.
_‘T_Qe _y_2

N.B. Il est instructif de faire tracer a I’ordinateur la surface représenta-
tive de cette fonction pour « voir » le maximum.

4) On a z = sin(z) sin(y) sin(z + y) sur le domaine 0 <z <7, 0<y <7

% = cos(z)sin(y) sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(x + )
g_?j = sin(z) cos(y) sin(z + y) + sin(z) sin(y) cos(z + y)

Avec la restriction sur les valeurs de z,y seuls les points

53 (5 5) oo

lent 0z " 0z
annulent — et —.
or 0Oy
On utilise les tests vus au cours.
0%z . . . .
5 = —2sin(x) sin(y) sin(x 4+ y) + 2 cos(x) sin(y) cos(z + y)
02z . . . .
o = —2sin(z)sin(y) sin(z + y) + 2 cos(y) sin(z) cos(x + y)
62
836823; = 2sin(x + y) cos(z + )

0%z 2 92
Notons que pour P = (0,0) ou (m,7), (8 5 ‘P> ~ 9y = 0 et les
20y x

tests ne permettent pas de conclure.

27 2
Pour <§,§) on a

| <27r) | <27r> ! (47T>
= —2-sin|— ) -sin{ — | -sin| —
.5) 3 3 3
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+ 2 2—7T in 2—7T 4_71'
cos 3 S 3 CoS 3

V3 V3 -3, -1 VB -1

- 9. Y2 . Y2 VY9, _- Y2 _-
2 2 2 2 2 2
= V3>0
0%z
= = /3, par symétrie
Oy 1(%.%)
0 = 2sin 4_7r cos 4—7T =2 — 3 1—_\/§
dxoyl(2z,2z) 3 3) 2 2 2
0%z 292, 9%z -3 2
o= - (22) —v3vs
oy (3. 5) 0x?1(3.5) Ooy*l(3.%) 2
= —<0
R .. 2w 2
On en conclut que z possede un minimum local en = = 3 Yy = 5
pour 0 <z <7m,0<y <.
Pour (E, E) on a
3°3
8—22 = —2sin (E) sin (E) sin 2—7T
or?l(z,z)y 3 3 3
—+ cos z) - Sin (E) - COS 2—7T
3 3 3
V3 V3 V3 1 V3 -1
= 9. Y. Y2 YT 9. 2. YT =
2 2 2 2 2 2
= —V3<0
82
—z T T = _\/g
9y*1(3.5)
0%z 21 2 V3 1 V3
= 2.sin| — Jcos| — | =2-— = = —
0xdyl(z.,2) 3 3 2 2 2
0%z 2 92 0%z -3 ?
dxdy|(5.3) 9x21(3.3) 9y*1(5.5) 2
-9
= 7 <0
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On en conclut que z possede un maximum local en x = E’ Yy = T pour
0<x<m0<y<m. 3 3

N.B. Il est intéressant de faire tracer a I’ordinateur la surface représentative
de cette fonction pour « voir » les extremums.

5.2.14

1 22442

Ona f(r,y)=5-e

a) On cherche les points (z,y) ou le gradient de f est nul, autrement dit

0 0

telsquea—£20et 6—520.

On a
af 1 2242
— = — . —xe 2
ox 2T
8f o 1 _1212%/2
oy 2w ve

0 0
D’ou 8_f = 0 exactement quand = = 0, 8—f = 0 exactement quand
x Y

y =0. On a que grad f s’annule en (0,0), et c’est le seul point.

b) D’apres a) seul (0,0) peut donner un extremum. On note que f(z,y) >
0, quels que soient x,y. On note aussi que lorsque x,y sont grands,
f(z,y) est petit et qu’en fait f(x,y) peut étre aussi petit que 1'on veut
en choisissant x et y assez grands. Ainsi, f prend des valeurs positives
aussi petites que l'on veut sans jamais étre nulle et on en conclut que
f ne peut pas avoir de minimum (absolu).

1
N.B. On peut aussi raisonner comme suit : f(0,0) = o et, par
T
1 1
exemple f(1,1) = — < —; comme (0,0) est le seul candidat pour
2me 2

donner un minimum, on en conclut que f ne peut avoir de minimum.
1

On a déja noté que f(0,0) = o Or dés que = # 0 ou y # 0, c’est-a-
T

dire des que (z,y) # (0,0),

on a

22 +9y2 >0
d’ou

_ z2+y2

e T2z <1
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et
1 _ ngyQ < 1
_e —_—
2T 2

c’est-a-dire

f(z,y) < £(0,0).
On en conclut que (0,0) donne un maximum de la fonction

1 _@?+?
2

flany) = 55

1
et que cette valeur maximum est o
s

N.B. La surface représentative de cette fonction permet de bien voir
le maximum en (0,0). Vérifiez-le a ’aide de I'ordinateur.

5.2.15

1
OnaQ(C,T)=C?+CT + <§)T21OC7T+6O

_0Q,  0Q, Y ey
gradeacl—i—aT_]—(ZC—i—T 10)i+(C+T—-7)j

Les points ou s’annule le gradient sont les solutions du systeme

oQ oQ
— =0,—=0
oC " oT
c’est-a-dire
2C4+T —-10= 0 ,ouencore 2C+T = 10
C+T-7=0 cC+T=17
On ne trouve comme solution que C' = 3,T = 4.
Sachant que () possede un minimum et qu’il n’y a qu’un candidat, on I’a
trouvé : il y a donc un minimum au point (3,4) et la valeur correspondante
est Q(3,4) = 31.

5.2.16
1600
a) On doit avoir ———= = 400, d’ott /22 +y?>+22 = 4, ou

Va2 +y? + 22
encore 22 + 32 + 22 = 42, ce qui est I"équation de la surface d’une
sphére centrée a 'origine et de rayon 4.
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b) On cherche la direction du gradient de E

rad £ = 8—Ei—i—a—E'—i-a—Ek— — 1600z i+
& Oz 8y'] oz (22 + y2 + 22)3/2
—1600y . —1600z

k

(I’Q + y2 + 2'2)3/2 J (5132 +y2 + Z2)3/2

En chacun des points P(zo, Yo, 20) de a) on a a3 + y3 + 2% = 16.

Ainsi, en ces points on a

—1600z9 , —1600y, , —1600z
60 T T o1 VT e

grad E‘P — 95101 2590 j — 2520 k

k

d E( _
gra »

grad E‘P pointe vers le centre de la sphere. (voir la figure en annexe)

5.2.17
On a 5
Ty .
oy — | i s @) £ 0.0
1 sinon

2

Le long de la parabole y = z*, avec  # 0, on a

2 - 22 23 2z
j— 2 — e =
f(ac,y) - f(.%',l‘ ) 1,2 + (1‘2)2 .CCQ + x4 1 + $2

La limite cherchée est donc
2z

I 2y — i 2% —
mli)r[l)f(l',.%' ) :vll% 1+ 22 0

5.2.18

On veut calculer la distance de 'origine au plan d’équation z+2y+2z = 3
a) Solution géométrique
Cette distance sera donnée par un segment sur la droite qui passe par

Porigine et qui est perpendiculaire au plan donné. Cette droite est,
sous forme paramétrique,

r(t) = t(i+2j+2k)
= i+ 2tj+ 2tk
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Cette droite coupe le plan pour la valeur du parametre ¢ telle que
t+2-2t+2-2t=3

c’est-a-dire

9t =3
d’ott
1
t==
3

1 2
Le point 3 i+ 3 j+ 3 k sur le plan est donc le plus pres de l'origine
et sa distance a l'origine donne la distance entre l'origine et le plan.

Cette distance est donc

OROROREERE

La distance est de 1 unité

Optimiser une fonction de 2 variables sans contrainte

On veut minimiser /22 + y2 + 22 avec la contrainte = + 2y + 2z = 3
ce qui revient & minimiser f(z,y,z) = 22 + y? + 22 avec la contrainte
T+ 2y+ 2z =3.

Isolons = dans « + 2y + 2z = 3

r=3—-2y—2z
alors

f('l'vyaz) = (3—2y—22)2+y2+z2
= 94 4y® +42% — 12y — 122 + 8yz + y? + 22
= 9+5y% +t22 — 12y — 122 + 8yz.

Il suffit de minimiser cette fonction des variables vy, z.
Disons
g(y,2) = 9+ 5y? + 52% — 12y — 122 + 8yz

Trouvons les points qui annulent son gradient, c’est-a-dire tel que

@—O, @:0, ona@:

dg
= — =10z — 12
By 92 By 0z + 8y

10y — 12
Oy + 8z, ER
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Le systeme

10y +8z—12 =
8y +102 —-12 =
possede 'unique solution y = —, z = —. Puisqu’on sait que le minimum

cherché existe et qu’il y a un seul candidat, ce doit étre ce point.
Revenant a f(z,y, z), on a un minimum en

5 4 4 1 2 2
xr = _——— - - = - z = —.
3 3 3773773
La distance minimum est atteinte en ce point et est égale a 'unité.

Optimiser une fonction de 3 variables avec le multiplicateur de
Lagrange

Comme en b), on veut minimiser /a2 + y? + 22 avec la contrainte
x + 2y + 2z = 3, ce qui revient & minimiser la fonction f(x,y,z) =
22 + y% + 22 avec la contrainte z 4+ 2y + 22 —3 =0

Considérons la fonction auxiliaire

F(m,y,z,)\) = f(x,y,z)+)\(x+2y+2z—3)
= 224+ 2+ 224+ 4+ 2+ 202 — 3\

Cherchons les points tels que

oF oF oF oF
R P P s W
On a

oF

OF oF oF
—=2r+ X\, — =2y +2\, —=22+42\, — = 2y + 2z —
9 T+ A, a2y Y+ 2A, 92 z+ 2A, N T +2y+22-3

d’ou le systeme
2+ A =

2y + 2\

2z 42X

r+2y+22-3 =

Il
o o o o

On peut isoler x,y, z dans les trois premieres équations :
-2

aj:??y:—)\, Z:_)\
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et en remplacant dans la derniere, on obtient

“A=2A-2XA-3=0

d’ou 5
A= —
3
et donc
Lolo_2 2
3 YT 3 73

Puisqu’on sait qu’il y a un minimum et qu’on a un seul candidat,
le minimum est certainement atteint en ce point. En revenant a la
distance, on obtient la distance minimale égale &

)G () rms

On a la fonction f(z,y,2) =x+y+ 2

On veut trouver la valeur maximum et minimum avec la contrainte z2 +
y? + 22 = 1. Les points (z,v, 2) tels que 22 + 3% + 22 = 1 forment la surface
d’une sphere centrée a l'origine et de rayon 1.

Si on considere x, ¥, z, on voit que le maximum sera atteint quand = >
0,y > 0,z > 0. Il suffirait donc de considérer les points sur la sphere tels que
z > 0. Ceci donne la relation z = /1 — 22 — y2. On peut donc remplacer
dans f(z,y,2), f(z,y,/1— 22 —y?) =z +y++/1— 22 — y2, et chercher le
maximum de cette fonction de deux variables, sans contrainte.

Procédons plutét par le multiplicateur de Lagrange. Considérons la fonc-
tion auxiliaire

5.2.19

F(J"ay)z7)\) = f(fay’z)+)‘($2+3/2+22—1)
= z+y+z+A@+yP+27-1)

grad F = <g—i, g—j, ‘Z—Z, g—D = (142X\z, 142y, 142Xz, 22+ + 22 — 1)
Les points (z,y, z, A) qui annulent grad F' sont tels que
1+2Xx = 0
1+2\y = 0
142Xz = 0
224+ 4+22-1 = 0
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-1
On obtient x = X y = z. En remplacant dans la derniere équation, on a

S S S
AXN2 T 4N2 0 402 -

3 V3 -2
2—— ’oU = — = —
/\—4,dou)\ > ou \ 5

Ceci donne deux points parmi lesquels chercher le maximum et le minimum
voulu :

M, = <%%%> ot M= <\_/_;\_/_%\_/_%>
On a

=

1 1 1 -1 -1 -1
B~ Y ~C :\/g et <_7_7_>:_

/ <\/§ VE] \/§> NB v
Puisqu’on sait d’avance qu’il y a un minimum et un maximum et qu’on a

deux candidats, on est sur de les avoir trouvés et on a :

la valeur maximum est /3 , obtenue au point

Sl L5l

la valeur minimum est —v/3 , obtenue au point

e
55

5.2.20

On veut le point le plus proche de I'origine sur la surface zy?z—2 = 0. On
veut donc le point (z,y,2) qui minimise y/22 + y2 4 22 avec la contrainte
zy’z —2=0.

Ce point sera le méme que celui qui minimise 22 +y? + 22 avec la méme
contrainte zy?z — 2 = 0.

Notons qu’on peut isoler z dans I’équation de la contrainte :

En remplagant on a

22y (2 g T
x =X
T YTy

et on peut chercher le minimum de cette fonction de deux variables, sans
contrainte.
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Utilisons plutét le multiplicateur de Lagrange. Considérons la fonction
auxiliaire
F(z,y,2,\) = 22 + 4> + 22 + May®z — 2)

Le minimum cherché se trouve parmi les points qui annulent grad F.
On a

grad F = (2z + M\y?z, 2y + 2\zyz, 22 + \ay?, zy’z — 2)
Donc, a résoudre :

20 + \y?z =
2y + 2 xyz
22 + Axy?
$y22 -2 =

o O o O

On a 2y(1 4+ Azz) = 0, d'ou 1 + Azz = 0 car z,y, z doivent étre tous non
nuls (4¢ équation) ; on obtient

_ -1 _ —2z —2z

A= = —
rz Yz xy?
d’ou
iz = 2%z, y? = 222
vir = 22%x, y? = 222
etonaxr=2z ou xr=-—=z.

En remplacant dans zy?z —2 =0, on a
r-20%2x—-2=0 ou x-22%(—2)—-2=0
201 —2= 0 ou -2zt —-2=0
Or —22* —2 = 0 ne peut avoir de solution (réelle) ; en particulier ceci exclut
T = —z et on a nécessairement x = z.
Donc, on doit avoir

201 —2=0
d’ou
at—1=0
r=1 ou z=-1

(seules solutions parmi les nombres réels).
Onadoncx:z:10ux:z:—1ety:\/iouy:—\/icequi
donne les possibilités suivantes :

(1,v2,1), (1,—v2,1), (=1,v2,-1), (=1,—V?2, 1)
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Ces points appartiennent bien & la surface d’équation zy?z — 2 = 0. On voit
qu’ils sont tous & la méme distance de l'origine soit 2. Ces quatre points sur
la surface d’équation zy?z — 2 = 0 sont donc tous & la méme distance de
I'origine et sont les plus pres de 'origine sur cette surface.

5.2.21
2 42 2
Pour que la surface d’équation — + o) + — =1 passe par (1,2,2) on
a c
. 1 4 4
doit aV01r$+b_2+c_2:1

On cherche donc & minimiser la fonction
V(a,b,c) = 4drabe

avec la contrainte
1 4 4
? + ﬁ + 0—2 —1=0

N.B. On peut choisir a, b, ¢ positifs.
Utilisons le multiplicateur de Lagrange. On considere la fonction

1 4 4
F(a,b,c,)\):47rabc—|—)\<¥+b_2+c_2_1)

rad F' = B_F a_F 8_F a_F
8 = \9a W 9 o
2\ 8\ 8\ 1 4 4
= <47Tbc_$’4ﬂa0_b_3’4ﬂab_g’?+b_2+c_2_l>

Les points qui annulent grad F sont les solutions (a, b, ¢, \) du systéme

2
4mbe — —/3\ =0
a
8\
47TGC— b_3 = 0
A
47T0/b — 8—3 = 0
c
1 4 4
2 + 02 + POl 1 =0
On a )
A\ = 27a’be = =wab®c = =wabc®
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d’ou
1 1
202 = “p2 = ~ 2
a 5 2c

car on a forcément a # 0,b # 0,¢ # 0
40?2 = b2 =2

et en remplacant dans la 4¢ équation :

1 4 4 3
94-?“2—1—?‘2—1:0; ?—120; a:\/goua:—\/g

En prenant a, b, ¢ positifs, on obtient
a=+v3, b=Vv2 c=V12

Notons que ceci donne certainement un minimum pour
V = 4rmabe

car on est stir qu’un tel minimum existe avec a >0, b > 0, ¢ > 0.
2 2 2

. z

N.B. La surface d’équation — + L + =
a’> b 2

'origine dont les demi-axes sont de longueur a (sur 'axe des x) b (sur I'axe
des y) et ¢ (sur axe des z), en prenant a > 0,0 > 0,¢ > 0. (voir la figure

en annexe)

=1 est un « ellipsoide » centré a

5.2.22

a) On veut optimiser f(x,y,z) = x avec les contraintes z +y — z = 0 et
22+ 2% +222 -8 =0.

Utilisons les multiplicateurs de Lagrange. On considere la fonction
F(x,y,2,A\1,A2) =+ A\ (@ +y — 2) + Aa(2? + 2y% + 222 — 8)
On a

gar — (U505 08 OF oF)

= (14 A1+ 2\, M + 4Ny, — M\ +4doz, 2 +y — 2,27
+ 2% +222 - 8)
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Les points (z,y, z, A1, A2) qui annulent grad F' sont tels que

14+ XA +2xx = 0

Al +4hy =

—A1 +4Xoz
rTt+y—=z

2+ 27 +22 -8 =

I
o o o o

Onaz=z-y; 4hy+2) =0

On note qu’on ne peut avoir Ay = 0 (car alors on aurait A\; = 0, d’ou
1=0 ce qui est absurde)

donc y + z = 0, ou encore z = —y

On adonc z = —y, x = —y—y = —2y. En remplagant dans la 5¢
équation on obtient

42 422 + 22 -8 =
8> -8 = 0
y=1louy = -1

On a donc les points (—2,1,—1) et (2,—1,1). Puisqu’on sait que les
extremums existent (points d’abcisse maximum et minimum sur une
courbe fermée, faites un dessin), on les a trouvés :
I’abcisse maximum est égale a 2 au point (2,-1,1) et
I’abcisse minimum est égale & -2 au point (-2,1,-1)
On veut optimiser f(z,y,2) = x+ y?z avec les contraintes 3% + 22 = 2
et z = .
En remplacant z = x, on obtient f(z,y, z) = = + 3%z, une fonction de
deux variables & optimiser avec la contrainte y + 22 = 2, c’est-a-dire
y? + 22 — 2 = 0. Utilisons le multiplicateur de Lagrange pour cette
fonction de deux variables. On consideére la fonction auxiliaire

F(z,y,\) = +y’z + My +2° - 2)

OF OF OF
AdF =7 2= | =1 +y*+ 222 22Xy, 4?2 + a2 —2
gra (ax’ay m) (1 +y° + 22, 20y + 2\y, y~ + 27 — 2)
Les points qui annulent grad F' sont tels que
1+y?2+2zX = 0
2cy + 2y = 0
vPHz2-2 = 0
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-1
Siy=0,alors 22 —2 =0, = V2et \ = — ouz = —/2 et
y V2 N V2

1
A= ﬁ et on a les points (v/2,0,v/2) et (—v/2,0, —v/2) & considérer.
Siy#0, alors x = —\, dou 1 +y? —222 =0, y> = 222 — 1 et en
remplacant dans la 3¢ équation on obtient 322 —3 = 0, 2 = 1 ou
x = —1, et on a les points (—1,1,—1) et (—1,—1,1) a considérer.
On a

F(V2,0,v2) = V2, f(—v2,0,V/2) = =2, f(1,1,1) = 2,
f(l, —1, 1) =2, f(—l, 1, —1) = -2, f(—l, —1,—1) = -2

Puisqu’on sait que les extremums existent on a : le maximum est 2, at-
teint en (1,1,1) et (1, —1,1), le minimum est —2 atteint en (—1,1,—1),
(-1,—-1,-1)

5.2.23

On a une boite sans couvercle de volume fixé égal a V.

Posons = = longueur, y= largeur, z= hauteur. Fixons le colit au metre carré
le plus petit a 1 unité. Soit C'(x,y, z) le cout de la boite.
On a

C(x,y,z) =2yz + xz + 5(zy + zz) = 2yz + 6xy + Sxz

D’autre part xyz =V
On veut donc minimiser la fonction

C(z,y,z) = 2yz + bxy + bxz

avec la contrainte zyz — V =0
Utilisons le multiplicateur de Lagrange. On considere la fonction auxi-

liaire

F(x,y,z)\) =2yz + 6xy + bxz + A (xyz — V)

188



gradF:(aF oF OF (3F):

(6y 4+ 5z + \yz, 2z + 6x + Azz, 2y + bx + A\zy, xzyz — V)

Les points qui annulent le gradient sont tels que

6y + 52z + Ayz =
22+ 6z + Azz =
2y+ S+ Azy =

xyz =V =

o O o O

d’out

6zy + Szz + A\ryz =
2z + 6yz + Aryz =
2uz+dxz+Axyz = 0

et
dxrz = 2yz, bxy = 2yz

Comme on doit avoir z # 0, y # 0, z #% 0, on obtient

bx = 2y , Ob6x = 2z
)

= — = 3

Y 5% z x

En remplagant dans zyz =V on a

5
x‘§-3x =V

2V
3 _ 2V
T
L2V
T = —
15

On a donc

s Vo 82V 52V
Vi YTV 15 TV 15

Comme on sait qu’il y a un minimum et qu’il y a un seul candidat, on sait
qu’on I’a trouvé.
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5.2.24
Soit
90(1:7 Y, Z)7 #1 (CL‘, yZ), 302(1:7 Y, Z)7 1/)(33, Y, Z)
des fonctions de trois variables, c, c1, co des constantes.

1) A voir : grad cp = ¢ grad ¢ :

En effet
ep)  O¢ O(cp)  dp 0O Dy
=cC ) =c ’ (C(,D) =cC
ox px y oy’ 0z 0z
Ainsi
_ (90 0p Op 9p Oy 0Op\ _
gradc«p-(c% ca 6,2) c<%, 8_y’ P =cgrad ¢
A voir : grad c1¢1 + copo = crgrad 1 + cagrad @2
En effet 9 9
Y1 P2

g (C1P1 T+ Capa) = c1g =+ o

0 01 Opo

ay(01901 + c2p2) = c1 Y +ca—— y

0 01 Oy

5(61% + capa) = ‘5, + - pp
Ainsi

dip1 Jipa i1 o
d =
grad (c1¢1 + c2¢02) <Cl o7 +c2 Or +a 2y +c2 oy’
3@1 Jipa
19, T az>
_ . dp1 dp1 Opr . Opa  Jpa Do
"or’ oy’ 0z *\ oz’ oy’ 0z
= c¢1 grad o1 + c2 gradys
A voir : grad (p, 1) = pgrad ¥ + grad ¢
En effet,
%) o 0p D _ oy Oy
0 oy Oy
&( V) e +¢$

)



Ainsi

grad (pv) = (a—er O 00 0%

dp dp
e ox’ way—i_way’ S082—“p8z>

2525

o’ Oy’ 0z
= grad ¢ + Ygrad ¢.

N.B. Ces résultats sont valables pour des fonctions de n variables en

général.

2) Onar=+a?2+y>+ 22

a) grad r :
or x or Y or z
Or a2+ y2+22 0y a2t yP4? 0z a2 g2 422
D’ou
or Or Or 1 1
dp= (& 7 9%y~ _Z
En posant
R = (z,9,2)
on a )
grad r = —-R
r
b) grad 2 :
or? or? or?
2 2,2, .2
ey, Ox “ Ay Y h :
grad 2 = (2x,2y,22) = 2(z,y,2) = 2R
(cf. notation ci-dessus)
1
c) grad — :
r
I 1
r Va2 4 y? + 22
0(x) _ — 2(z) _ —y
oz (.%'2 +y2 +22)3/2’ 8y (.%'2 +y2 +22)3/27



T

0z (22 + y% + 22)3/2
-z —y —z
gra'd - = ) ’
r ((.’172 +y2 +22)3/2 (.’172 +y2 +22)3/2 (.’132 +y2 +22)3/2>
-1
- R

r

d) grad f(r) : f est une fonction d’une variable

Disons
g(w,y,2) = f(r) = f(Va? +y* + 22)
99 _ p\Or 09 _ o O 09 _ 0 \OF
Ainsi

grad f(r) = f'(r) - grad r = f'(r) - % R

3) A voir : div(A + B) = divA + divB

Disons
A(J:,y,z) = Al(x,y,z)i—i—Ag(x,y,z)j +A3(I,y72)k
B(JZ‘,y,Z) = Bl($,y,2)i+BQ(Jf,y,Z)j+B3(I13,y,2’)k
On a
A(JJ,y,Z)+B(LB,y,Z) = [Al(l‘,y,Z)+B1(CL',y,Z)]i
+ [AQ(LEJJ,Z) + BQ(‘/L‘ay’ Z)] j
+ [A3(I)y7 Z) + B3(x7y7 Z)]k
. 0A1 0As 0Ajz
divA =
v ox + oy + 0z
. 0B1 0By 0Bj3
divB =
v ox + oy + 0z
. 0 0
le(A+B) = —(Al(CC,y,Z)‘I—Bl(l’,y,Z))‘i‘—(AQ(I,y,Z)

ox oy

0
+ BQ(x7y7 Z) =+ &(Ai%(xa Y, Z) + B3($7y7 Z)

0A;y n 0By N 0As N 0Bs N 0As N 0Bs3
ox oz oy dy 0z 0z
0A;1 0As 0As 0By 0By 0Bs
8x+8y+82+8x+8y+8z
= divA 4+ divB
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Ceci montre bien que div(A + B) = divA + divB

4) On veut calculer div r ou r = xi + yj + zk.

On a
. 0 0 0
dive = —o—(2)+ 6_y(y) + 5, 2)
= 14141
= 3

5) Ona A(z,yz) une fonction vectorielle et ¢(x, yz) une fonction scalaire.
On veut calculer div(pA).
Disons

A(l’,y, Z) = Al(xvya Z)i + AQ(x’yv Z)j + Ag(ﬂf,y, Z>k

Alors
@A(w,y,z) = QO(LU,y,Z)Al(I',y,Z)i‘i‘SO(x,y,Z)AQ(l',y,Z)j
+ SO($,y, Z)Ag(l’,y,Z)k
et on a
div pA = 2( (x,y,2)A1(z z))—i—g( (,y,2)As(z,y,2)) +
v - 81'(/) 'Y 1z, Y, ay@ » Y 2\, Y,
0
+ &(@(xﬂﬁ Z)A3(33ay,2))
D 0A1 Oy
- i N
Oz 1(x,y,2)+g0(x,y,2) ox + ay 2((L‘,y,2’)

8A2 890 8A3
+ cp(xayaz)a—y + 5143(1‘73/72) + @(xay,Z)W
_ 0141 6A2 8A3 agp
= #@9.2) < or Ay s > e
9y dp
+ 8yA2(‘T7y’Z)+ azA?)(l‘ayaZ)
= @ divA +gradp - A

Al(xaya Z)

On a donc la formule
div pA = ¢ divA +grad p- A

pour n’importe quelle fonction ¢(x,y, z) et n’importe quelle fonction
vectorielle A(z,y, z)
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6) On a

r(z,y,2) = Va2+y?+22

c = c1i+ coj + c3j, un vecteur constant
rc = ava?+y?+22i+ v+ y? + 22
+ 322 +y? + 2%k

divire) = 5 (/i) + oL (e 22
+ 62 (03\/ z2+y? + 22)
z

C1x c2Yy C3z

= + +
/:1:2+y2+z2 \/x2+y2+z2 \/m2—|—y2+22
= er-x)
= (e
ounr(x,y,z) = xi+yj+zk
7) On a
r(z,y,2) = xi+yj+zk
A = Aji+ Aj+ Ask
B = Bji+ Byj+ Bsk, A, B des vecteurs constants
B(I‘ . A) = (Ala; + Agy + Agz)Bli + (Al.%' + Agy + A32>B2J
=+ (Alx =+ Agy + A32)B3k
0 0
diV(B(I‘ . A)) = 8_:E((A1$ + Asy + Agz)Bl) + 8—y((A1x + Asy + Agz)Bg)
0
+ &((Al% + Azy + Agz)Bg)
= A1B1+ AsBy+ A3Bs
— A-B

8) On a (disons)

Ai(z,y,2) = An(z,y,2)i+ Aa(z,y,2)j + A13(z,y, 2)k
As(z,y,2) = Ao(x,y,2)i+ Ax(z,y,2)j+ Axs(z,y, 2)k
c1, co deux constantes
A1+ Ay = (1A + c2A2)i+ (c1hi2 + c2A2)j
+ (1413 + c2A23)k
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rot(c1 Ay + caAg)

i j k

L 9 5 B

= dét oz 8_y 9z
c1A11 + Ao c1Aia + cAr 1Az + c2Aa3

0 0 .

= [a—y(cﬁlw + coAaz) — &(011412 + C2A22)] !
_ 2( A1z + cAgs) — g( Ay + oA :
O C1A13 T C2A93 Gy 1A + A1) | j

0 0
+ [%(011412 + coAg) — 8_y<clAH + 02A21)} k

_ e 0A13 . 0A1o L Az . 0Ag ;
! dy 10z 2 dy > 0z
[ 0A13 0An 0As3 31421} .
- |a +c —c J

ox A 0z > o 270z
N [ 0A12 . 0An te 0As _623A21] K

“or Yoy %o By
_ . 0A13  0App - A1z dAn\ .
-7 oy 0z Y\ o 9z )Y

iy 041 0An I+ 0Agz  OAp ;
Y\ oz Ay Ay 0z
<8A23 81421 > <8A22 aAQl >
e _ k
ox
= c1rotAq 4 corotAs

9) On a une fonction A(z,y, z) un vecteur constant r = c¢1i + coj + c3k

Ac = 1 A(z,y, 2)i+ Az, y, 2)j + csA(z, y, 2)k

i j k
rot Ac = dét 3% a% %
1A A c3A
B o) i 9
- [Fan- gea)i- e - g
0 0
+ [%(0314) - a—y(clA)] k



0A 0A]. 0A 0A] .
- [638y _0282} o [02856 _Clay]J
0A 0A
ey o

i j k

— A4 04 0A 0A
= dét ox oy 0z
i1 C2 (3

= (grad A) x c

10) On a A(z,y, z) un champ de vecteurs (ou fonction vectorielle) disons

A(I‘,y, Z) = Al(x>y7 Z)i + AQ(‘T’" Y, Z)j + Ag((]ﬁ‘,y, Z)k

0A; n 0As n 0As
Ox Ay 0z
AA = AAi+ AArj+ AAsk
B [82A1 0% Ay N 82A1] ; |:82A2 0?4y  0%A,

divA

Ox? * Oy? 022 Ox? + Oy? 52 |
0?43  0%A;  0%A3
k
* [8962 * dy? * 822]

On suppose toutes les dérivées partielles secondes continues.
N.B. C’est la définition de AA pour un champ de vecteurs A(x,y, z).

d divA
srad v Ox2 + Oxdy + 0xdy !

0?41  0%A;  0%A
+|: 1 2 3].

B [82141 0% As 82143] .

Oyox + Oy? +6y6z J

0?A1  0%Ay  0%As
k

[azﬁx + 020y oz ]
B {62A2 0?43  0%A; 62A1}i

grad divA — AA

Oxdy + 0rdz  Oy? 022
0?A,  0%As 0?4y 0%A5].
+ + - - j
Ooyor  Oydz  Ox? 022
2 2 24, 2
n [8141 8A2 8A3 8A3:|k

020x + 020y  Ox? Oy
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i
rot(rot A) = dét %

(P4, PA (PA PA3\].
B [8y8x ooy < 022 azam)] '
0?Ay  0%A4 0?A3  9%A2\].
a [ dx2  Ozdy (828y 922 )]
. [62/11 9% A4 <62A3 amz)]k
0x0z  O0x? oy?  Oyoz
_ [0%4,  9*As 0*A 0*A
B [8y8x 0z0x  0y> 82’2]
0?A;  0%°A3  9*Ay  0%As] .
e o)

.

1

Oz 0y * 0z0y  Ox? 072
[62/11 0?4,  0%As B 82A3] K

0x0z + Ooydz  Ox? Oy?

Et on constate 1'égalité :

grad divA — AA = rot rotA

a l'aide de I’égalité des dérivées mixtes.
11) On a

A(z,y, z) un champ de vecteurs
o(z,y, z) une fonction scalaire
disons A = Aji+ Asj+ Ask
On a

A x gradp = dét
O¢ Op Op

i j k
Ay Ay Az

or Oy 0z

N RN P PR R
B {Azﬁz Ag@y]l [Alf)z A38:U']

dp Oy
+ [Al ay As 8SU:| k
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i j k
rot pA=dét | & L L
pA1 pAr @A

= (2o - Ltom]i- [ 2tom - o)

+ o) - 5 (o) &
= [g—@AS + goaa—f:g — Z—SOAQ - w%] i
+ [g—jfh @88_21/1 90

(s 0ay, %_% (oo,
- y 0z ox
Oy Jp Oy
— As — As — A== -A
[( 282 ay) (162 382 )"
Dy Dy
* <A16y"428x>k}
= prot A — (A x grad p)
rot p A = @rot A+grad ¢ X A

5.3 Intégrales doubles et curvilignes

5.3.1
1)

:1: + 92 dedy =

o —__
H\w



2
/ /xydy dx
1 T

1 1v72 / 1 1
[ — ] dx:/( 4 )dw
Ty, ) z+2 xz+1




a

274 T2,

a? [sin(47r) - <sin0 0)}_a27r
2 4 4 2 2

dy | d
/x2+yy v

T

a

0
= 1
= / arctg dx = / (arctgl — arctg—) dx
y=2 a
0 0

s ¢ 1 am ¢ 1
= . — — ar —_ = — — T —_
a 1 arctg . 1 aarctg a

E R LY ol RN N
g 3 1], "8 "3 1
ﬂa



f(z,y)dydx
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aussi
1 Vi
-/ f(, y)dwdy
0 1e
3)
[ [t asdy= [ Tf(x,y)dydx
D B



aussi

2

1 1+z2

[ [ ety = [ [ to.p)dyda
D

21 g2
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a y+2a

[ [ ety = [ [ sa.izay
D 0 Yy

Yo 53

| L3, Y
/ 3 ?

14
5.3.3
1) La région est un rectangle, situation bien connue.
2)
1 vz 1 ¥y
//f(%y)dydﬂf://f(x,y)dﬂfdy
0 23 0 y2
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3) Notons : z = \/2ay — y?, dot 2* = 2ay —y*, 2* +y* —2ay +a° = a’,

22+ (y — a)? = d®.

—" g— L p— e——

’// e 3
e / N
Pour intervertir :
a a
/ f(z,y)dydx
0 a—vaZ=42




4) Notons :y = V1 — 22, d'ott y? =1 — 22, 22 + ¢y = 1.

e

Pour intervertir :
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Pour intervertir, on doit séparer la région en deux : on integre sur
chacune et on les additionne.

5.3.4

On a a calculer

D

O 37 e
DN
| N
Az —p-

\ BN g_fk’““
N

N

Points d’intersection : on résout le systeme y? = 4ax,y + x = 3a, on trouve
les points (a, 2a), (9a, —6a)

2a 3a—y

[ o - //dxdy_/(gay@dy
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3ay — — — —
0 3

2
_ y2 y3 a B 10a2
2 12a

5.3.5

On suppose a,b,c > 0. Les quatre surfaces données sont des plans : les

trois plans de coordonnées, x =0, y =0, z =0, et le plan r + % + S
a c

Le volume délimité par ces quatre plans peut étre décrit comme étant le

volume situé au-dessus de la région R du plan zy et sous le graphe de la
fonction z = ¢ (1 o %)
a
R est la région suivante du plan zy

La mesure du volume demandé est donc

a —Za+b
/}Zc(l—%—%)dmdy = 0/ O/ c(l—g—%)dyd:c

_ C/O“[(l_@y_g_ﬂoz”bdx
= co/[(l—g) <—Sx+b>—2ib<%bx+b>

dzx




5.3.6

Disons que le disque est centré a lorigine. La densité est p(x,y) =
K

La masse totale est donnée par I'intégrale

dxdy

e

Il est plus commode de passer en coordonnées polaires : z = rcos(f), y =
rsinf.

On obtient
K K
//—dxdy = //—7“ drd@z//K drdf
2+ 2 r
D D D
27 a
= //K drdf
0 0
2T 2T
= /[KT]::gdez/Ka(w:%'Ka
0 0
5.3.7

1) On suppose a > 0, on a

a vVa?—x2?
/ / Va2 =x2 —y? dydx
0 0

Passage aux coordonnées polaires :

z=rcosl, y=rsind; /a2 — 22 — 42 = Va2 — r?

On doit analyser le domaine d’intégration pour trouver les nouvelles
bornes.
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On obtient
7'('/2 a

//\/aQ—r2rdrd9
0 0

Calcul :
Tl'/2 a 71'/2 [ a
//\/@2—r2rdrd9 = / /\/CLQ—T27"d’I“ do
00 0o Lo
7r/2_ w/2 5
1 r=a
= / ——(a2—7“2)3/2} d&z/a—de
L 3 r=0 3
0 0
= Eag
6

2) On suppose a > 0, on a

0/ 0/ (2? + y?)dxdy

Passage aux coordonnées polaires :

z=rcosh, y=rsinf; 2 +y>=r?

On doit analyser le domaine d’intégration pour trouver les nouvelles
bornes.
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On obtient

/2 a /2 a
//TQ-rdrdﬁz //r3 drdf
0 0 0 0
Calcul :
/2 q /2 w/2
3 Ly ¢ 1 4
r° drdd = —-r do = —-a~do
] 4
0 O 0 0
3) On a

//e(’”QerQ)dydx
00

Passage aux coordonnées polaires :

. (2 2 2
z=rcos, y=rsinf; e (@+y") = o7

On doit analyser le domaine d’intégration pour trouver les nouvelles
bornes.
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On obtient

/2 0o

//eTZT drdf
0 0

Calcul :
7T/2 o0 7"/2 ee)
/ /6_7”27“ drdf = / /€_T2T dr| df
0 0 o Lo
/2
1 =00
= / 7 . €_r2:| d@
0o - r=0
w/2
1
= —df
/3
0
_ T
4
4) On suppose a > 0, on a
2a V2ax—1z2
/ / dydz
0 0

Passage aux coordonnées polaires : x = rcosf, y = rsinf. On doit
analyser le domaine d’intégration pour trouver les nouvelles bornes.

N.B. En « complétant le carré », on a v2az — 22 = y/a? — (z — a)?
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y = v/2ax — 22 donne y? = 2, d’olt

22 +y? = 2z
r? = 2arcos()
r = 2acos(f)
On obtient
/2 2a cos(0)
/ / r drdf
0 0

7/2| 2acos(9)

/2 1 2a cos(0)
/ / rdr|dd = /[f] do
0 0 r=0

0
w/2

= /2@2 cos?(0)d6

sin 29} O=m/2

2

0
w/2
= / a?(1 + cos(26))db = a? [9 +
0=0
0

7'('(12

5.3.8

a) On a a calculer




7T/4cosgj 7T/4
//dxdy = //dydx:/(cosx—sinx)d:n
D 0 sinz 0
w/4

= [sinz + cosz]

= §+§—0—1:\/§—1

b) On a a calculer

[ [ rrde

L’aire de la boucle de droite est égale a celle de la boucle de gauche,
par symétrie de la courbe; ’aire de la boucle de droite est donnée par

/4 a cos(2¢p)
/ / r drdp
—7/2 0

N.B. Comme pour les coordonnées rectangulaires, ’ordre des différentielles
drdy indique 'ordre d’intégration.

w/4 w/4

27 a4/ cos(2¢) 2
= / [%} dp = / % cos(2¢)dp
—7/4 0 —7/2
a2 /a 2

- = [sin(2¢)] 4 = %

L’aire totale est donc 2 - “72 = a?.
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5.3.9

a) Les surfaces données sont deux plans, z = 0, z + y + z = 3, et un
cylindre, 22 + 42 =1

Intevsection du plaw xtgez=3 -

avec Ietgll.\hé\"ﬂ ' e

% =7

Le volume demandé peut étre décrit comme le volume au-dessus de la
région R = {(x,y) : 22 +y? < 1} du plan zy et sous le graphe de la
fonction z =3 —x — y.

1 V1—x2
//3—x—yd:cdy = / (3 —x —y)dydx
R -1 _ 17x2



1
= /(6\/ 1—22—-22v1—2%)dx
1

1 1
= 6/\/1—3}2(135—/233\/1—3020{;1?
21 21
/2 1
_.2)3/2
= 6 / cos?(#)db + %1 ;
—7/2 -1
en posant x = sinf
7 26 in(26)]"/2
— 6 / L cos(20) gy _ g lg o ST _ g
2 2 —7/2
—7/2

b) Les surfaces données sont un plan, z = 0, un cylindre, (z — 1)%+
(y — 1)2 =1 et un « hyperboloide », z = zy.

On note que le graphe de la fonction z = xy est au-dessus de la région
du plan z = 0 délimitée par (x — 1)? + (y — 1)? = 1; région qui se
trouve étre le disque

D={(z,y): (z—1)*+(y—1)°<1}.
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N
.

| S
Qe y= -0

=l-Vi-@yz
IS o Sl

La mesure du volume demandé est donnée par

9 144/1—(2—1)2

//xydxdy = / / zy dy dz

D Uy

2 21 HVImE-1) :
= / [w%] dsz/a:Vl(xlﬁdx;
0 1—4/1—(z—1)2 3
posons x — 1 = sin 6
w/2 w/2
= 2 / (1+sin@) - cos@ - cosfdf = 2 / cos?(#)db
—7/2 —7/2
/2
+ 2 / sin(6) cos?(0)d6
—7/2
w/2
= / (1 + cos(20))do + 2[6053(0)]71/:/2
—7/2
/2

= [9 + 1 sin(ZO)} +0=m
2 —m/2

c¢) Les surfaces données sont les plans de coordonnées, le plan 2x + 3y —

1
12 =0 et le cylindre z = §y2.
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Le volume demandé peut étre décrit comme le volume au-dessus de la
région R (voir ci-dessus) du plan xy et sous le graphe de la fonction

z= §y2 (vue comme fonction des deux variables x,y)

La mesure du volume demandé est donnée par
6 7%1‘+4
[ [1rs = | [ o
—y“dx = = T
2y Y 29 Y
R 0 0
[
= x
o L31]o
9 3
—— 41 d
< 3ZE—|—> T

DN =

Il
| =
o\@
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5.3.10

a) On doit calculer
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a2
//xQ—i-dexdy = / / (2% + y?)dydz

D _“,\/bQ,%xz

Il
\
/N
[\
Rl\l)
S
—_
|
®|&

N N
+
Wl N
e
Y
—
|

|&
[NIERN)

N————
—_
|
| N

N——
IS
&

Posons
Tz =acosf

on a

dr = —asinfdl

2

1—%—2 = v/1—cos2f =sinf
a
x = —a, quand 8 =7, x = a quand 0 = 0.

0
= / <2a cos?(#) - bsin(h) + §b3(1 — cos?(h)) sin(@))
- (—a)sin(6)do

<2a3b cos? () sin?(0) + gab?’(sinQ(G) — cos?(0) sinQ(G))> de

I
5 O —

/O
3 2 13 2 ab’ 2 ;02
a®b2 cos®(6) sin®(0) + gab sin“(6) — 72 cos”(0) sin“(0) | do

2b. % (1 - cos(49)> N 2ab? <1 — cos(29)>

3 2

B %% <1—C(2)s(4¢9)>>d6
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_ ot 0 sin(46) ”+2ab3 9  sin(20)1"
B 22 8 1o 3 |2 4 |,
_ab® 170 sin(46)]"
3 22 8 1,
1 /m 2 T ab® /m T T
_ 3. - (2 Sopd (Y 27 (2 - 3. L 3.0
= at 2(2)+3“b (2) 6 (2) @b Fab® g
b
= @+
5.3.11
1) On a
/dex + 2zydy,
L

ou L est le cercle donné par les équations paramétriques
T =acost, y=asint

Pour parcourir le cercle une fois, disons a partir du point M, t
varie dans l'intervalle [0, 27]. On a

2'(t) = —asint, y'(t) = acost

Ainsi

/dex + 2zydy
L
2m

= /(a2 sin?(t) - (—asin(t)) 4 2a cos(t) - asin(t) - a cos(t))dt

0
2

= /(—a3(1 — cos?(t)) sin(t) 4 2a cos®(t) sin(t))dt

0
21

= a® [ (—sin(t) + 3cos?(t) sin(t))dt
/
= a’[cos(t) + —cos® ()37 = 0
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2) On a

/yd:n — zdy

L

ou L est 'ellipse donnée par
x =acost, y="bsint

Pour parcourir I'ellipse une fois, a partir du point M, ¢ varie dans
I'intervalle [0, 27]. On a

2'(t) = —asint, y/'(t) = beost

Ainsi
2m

/ydw =zxdy = /(b sin(t) - (—asin(t)) — acos(t)(bcos(t)))dt
0

L
2 2

= —ab/(sin2(t) + cos?(t))dt = —ab/dt = —2mab
0 0

3) On a

x y
dz — d
/x2+y2 T2
L

ou L est un cercle centré a l'origine.

Disons un cercle de rayon R ; on a les équations paramétriques
x = Rcost, y= Rsint

Procédons comme en 1) on obtient
x Y
———dr — ———d
/ r2 + y? 242"

L
_ 7<M(_Rsm(t» _ RSin(t)Rcos(t)) dt
0
2

R? R?

= /—2 sin(t) cos(t)[cos?()]3™ = 0

o
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4) On a

Y x
d d
/x2+y2 e
L

ou L est le segment sur la droite y =z dex=1ax =2.

Y /"

On peut utiliser la paramétrisation z =¢, y =t, t € [1,2].

Y T t t
d dy = 1 1) dt
/a:2+y2 22 /<t2+t2 T )

L
2
= /%dt:log2
1
5) On a
/—yd:r—i—mly
L

ou L est I'hypocycloide

z = acos’(t), y = asin®(t)

Pour parcourir I’hypocycloide une fois, disons a partir du point
M (a,a), le parametre ¢ varie dans 'intervalle [2,71]. On a

2’ (t) = —3acos®(t) sin(t), 3/ (t) = 3asin?(t) cos(t)
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Ainsi
27

/a:dy —ydxr = /(—a sin®(t) - (—3a cos®(t) sin(t))
0

+ acos®(t)(3asin®(t) cos(t)))dt
2

= 3a® /(sin4(t) cos?(t) + cos*(t) sin®(t))dt

— 7s1n cos (sz( t) + COS?(t))
02
v

1 — cos(4t)
———=dt
4 / 2

0
B 3i [E :31n(4t)]27r _ 3ad’m
128 |, 4
5.3.12
1) On a
/yzdx + zzdy + zydz

L

ou L est I'arc d’hélice donné par
x =acost, y=asint, z =kt, t € [0, 27]

a, k sont des constantes disons a, k > 0.

On a
2/ (t) = —asint, y'(t) = acost, 2/(t) =k
/ yzdx + xzdy + rydz
L
27
= /(a sin(t) - kt(—asin(t)) + acos(t) - kt - acos(t)
0

+ acos(t) - asin(t) - k)dt

224



2
= a’k /(—t sin’(t) + t cos®(t) + sin(t) cos(t))dt

0
2m
= a2k/[t(COSQ(t) — sin®(t)) + sin(t) cos(t)]dt
0
[ 27 2m
= d’k /tcos(2t)dt+/sin(t) cos(t)dt
L0 0
[ . 2 2m . 2 27
_ 2k [tsm(%)] _/sm(2t)dt [sm (t)]
2 J, ) 2 2 |,
— ok [0 |©52) 27T+0 T (L
1, 11
2) On a
/—ydw—i—l‘dy
L

ou L est la boucle du folium de Descartes

3at 3at?
r = —= = —
EEA N NE

S S

e s e 4

e m e e e e = e am e N e

Pour parcourir la boucle du folium de Descartes, disons a partir du
point M (0,0), t varie dans l'intervalle [0, +00]. On a
(1—2t3)

2 (t) = 3am,
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Ainsi

“+o0o
/—yd:n—l—xdy _ / —3at®  3a(l - 2t°)
(1+13)  (1+13)2
L 0
N 3at  3a(2t —t1) Ut
(143 (1+13)2
+o00 +oo
2410 (1 +¢%)
2 2
v /(Ht?’)2 v / (1+69)?
0
“+oo
(1413)2
0
= 9d° F _1f ]+00
3(1+t%) ],
-1
= 3d® i 1
“ tifrnoo<1+t3+ )
= 3d?
3) On a

/:L‘dy — ydx

L

ou L est I'arc de courbe donné par
x=a(t—sin(t)), y=a(l —cos(t)), 0<t<2rm

(Un arc de cycloide), a est une constante positive, a > 0.
4

9

g
x

2'(t) = a(l —cos(t)), () = asin(t)
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2

/a:dy —ydr = /[a(t —sin(t)) - asin(t) — a(l — cos(t)) - a(1 — cos(t)]dt

~

0
2m
= /a2[t sin(t) — sin?(t) — (1 — 2cos(t) + cos?(t))]dt

2

= /2t51n ) + 2cos(t) — 2|dt
0
a

*[—tcos(t) + sin(t) + 2sin(t) — 2¢]3"
= a*[-27+0— 47 — 0]

= —6ma’

N.B. Pour avoir le double de I'aire délimitée par un arc de cycloide et ’axe
des x, on peut intégrer sur la boucle formée de ’arc de cycloide et du
segment sur ’axe des x qui revient vers ’origine.

La partie sur 'axe des x donne une contribution nulle. On obtient

6ma2.

5.3.13
1) On a

/(y + z)dz + (z + 2)dy + (z + y)dz
L

ou L est le cercle donné par l'intersection des surfaces d’équations

P4l +22=d® et zH+y+2=0

Notons : en isolant z = —x — y et en substituant dans la 1"¢ équation
on obtient
oyt (- —y)? = o’
2 2 a’
r+y try = 0}

qui est ’équation d’une ellipse ayant subi une rotation de 45°.
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En utilisant la paramétrisation connue des ellipses et les équations de
rotation, on obtient la paramétrisation suivante :

L

L cos(6)

—a-—=sin(f), 0<60<2rx

3 V2

228



4 % (% cos(#) — sin(f) + sin(0) + - COS(Q))
S,
27
_ g 0/ [(sm(e) v cos(e)) < \1[ sin() — cos(e))
+ <_L3cos(9) —sm(e)> <cos(9) - %smw))
+ %cos(@) sin(H)} de
_ “;7[_% §in2(0) — 2 sin(0) cos(6)
0
4 % cos?(6) — % cos2(6) —  sin(0) cos(6)
+ % sin?(9) + gsin(e) Cos(ﬁ)] de
— 0
2) On a
552 3 X zaz
L/ iz + dy + =d

ol L est le cercle donné par I'intersection des surfaces d’équation z2 +
y?> = R%? et z = 0, R est une constante positive, R > 0.

On peut utiliser la paramétrisation

x = Recos(h)

I
=
2.
=

—~

s



y'(0) = Recos(f)

/$2y3daz + dy + zdz
L

27
= /[R2 cos?(A)R3sin3(0) - —Rsin(0) + R cos(h) + 0]df

0
2

_ / [~ RS cos®(0) sin*(0) + R cos(0)]d

0
2 2

= —R6/cosz(9) sin4(0)d9+R/cos(9)d0
0

o

[_w] :ﬂ n % erm%e) cos2(0)d0]

27
6
- = / %(2sin(0) cos(0))%dh = —% / sin®(26)d6
0

2 8

0
21
RS / 1— COS(49)d9 B _R_6 [9 sin(4¢9)} 27
) 0
s

b) On a

/ "V sin(y+ 2)dx+e* Y (sin(y + 2) +cos(y +2))dy +e* 1Y cos(y + 2)dz
L
ou L est le segment de droite allant de (0,0,0) & (1,7/4,7/4).
On peut utiliser la paramétrisation
r =

= t



P)=1 YO =7 =7

/e”y sin(y + z)dz + " ¥ (sin(y + 2) + cos(y + 2))dy + e" Y cos(y + z)dz
L

ettt gin (425 + Zt) -1+ ettt (sin (gt + %t)

+ cos ( %t)) ettt cos (%t + %t) dt

1
_ t t1+ . 71') ™
= —t —t) - =
/e sm( )—I—e (sm 5 —1-0082 1
0

I
o _

+ et(1+4) cos (—t) . %dt
1
— / [(1 + 4) et(1+%) sin (gt> + get(HD cos (gt)} dt
0
- [ D e (D) ) - 5o (50)
5D (D) e (3) - (3))]
— oI+

5.3.14

On a un champ de vecteurs F(x,y) = Fi(z,y)i+Fa(z,y)j, D, un domaine
régulier du plan et L, la frontiere de D

N

A voir :
//divF dxdy = ?{—Fg(ﬂ:,y)dm + Fi(x,y)dy
D L
Ona OF, OF
divF = =+ + =2
v Oz + oy

Considérons le champ de vecteurs

G(x,y) = *FQ(x’ y)l + Fl(x’y)j
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Par la formule de Green on a

f—Fz(:c,y)d:chFl(x,y)dx = //(6F1_ _ 2>>dﬂcdy
L L
= //divF dzdy
D

Ce qui montre bien la relation demandée.

5.4 Intégrales triples et intégrales de surface

5.4.1

1) On a

[y

ou V est la région de l'espace délimitée par les plans de coordonnées
etleplanz +y+ z = 1.

232



T S o,0)——

On peut décrire V' de la facon suivante :

V={(z,9,2):0<2<1,0<y<—-2+4+1,0<z<1—-z—y}

1
dxdyd
u///kx+y+z+n3xyz
1%

1 —z+1 1—z—y

1
_ _dzdyd
/{/ t/ (@ +y+ot1)3r7Ve
0 0

0

Ainsi

1 z=1l—x—y
dyd
h@+y+z+UJﬁo -



6 8 2
1 3 1 5
= E—§+§log2f§log2—ﬁ

2) L’intersection de la spheére avec le paraboloide est donnée par en-
semble solution du systeme d’équations

Pyt 22 =4
22 +y? =3z

On obtient

32422 =
22432—4 = 0
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z=-—4 ou z=1

D’apres la figure, on a z = 1, d’ou 2+ y2 = 3.

Donc l'intersection est
{(x,y,z) c2? 4y =3et 2= 1}
On peut décrire V' de la fagon suivante

:U2+y2
3

VZ{(m,y,z):(x,y)ERet <z< 4—(902‘”%2)}

Il est avantageux de passer aux coordonnées cylindriques :

2
V—{@ﬁ@%0§p§¢i0§9§%n%§z§ 4-&}

V3 2m V4—p?
Volume de V' = ///pdpd&dz:// / pdzdfdp
v 0 0 p2/3
V3 2m V3

V3
1 (4 o p2)3/2 p4 19
= 27‘[‘ _—_ =
5 3/2 2|

3) A calculer : Le moment d’inertie d’'un cone circulaire droit par rap-
port & son axe. Disons h = hauteur du céne, » = rayon du cercle de
base. Pour faciliter les calculs, prenons un systéme d’axe tel que 'axe
du cone coincide avec 'axe des z et que le cercle de base se trouve
dans le plan z,y et le sommet a une hauteur h au-dessus du plan z, y.
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et le plan z =0

On peut décrire ce volume de la fagon suivante

2

h
V= {(w,y,Z) (z,y) ERet 0< 2 < — r_2($2+y2)+h}

Il est avantageux de passer aux coordonnées cylindriques. On obtient

h
V:{(p,e,z):ogpgr, 0 <6 <2m, Oﬁzgh——p}
r

///x2+y2dxdydz

h
2 r P

// / P pdzdpdd
0

2w r 2w r

0//<h——,0) 3dpd0—h// ”74dpd9

0

On a
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2 2
4 51T 4
_ PP _ r
= h/[4 5T]od0 h/20d0
0 0

whrt

10

whrt

Le moment d’inertie cherché est donc de

A calculer : Le volume délimité par la surface d’équation (22 =

y?+2%) = a3x. 1l est avantageux de passer aux coordonnées sphériques.
L’équation de la surface devient

(r?)?2 = a’rsin(ep) cos(y)

rd = sin(p) cos(p)

Notons que puisqu’on a toujours r > 0, et 0 < ¢ < 7, la surface ne
possede de points que pour

3T
<f< —
0< 2

et <6 <2

l\3|=1

On a
r = ay/sin(p) cos(p)
Cette équation force la surface a étre fermée sur elle-méme (c’est-a-

dire & délimiter un volume ; vérifiez avec 'ordinateur) Le volume est
donné par

/2 1 a {/sin(p) cos() or 7 ai/sin(p)cos(9)
/ / / 2 sin pdrdpdd +// / r? sin pdrdpdd
0 3m 0 0
2
/2 & 2w 27

_ / / % ) cos(0) sin()dipdd + / / % sin(e) cos(0) sin(e)dipd

2

/2w 2
= %3 //sm cos@dgpd@—i—//sm ) cos(8)dpdf
L 0 2
3 [ /2 . T 2m . T
- ¢ /[M] cos(9)d9+/[&n(2w)} cos(0)de
3| 2 ] J 2 o
L >

237



3 3

a’m
3

3
[sim@]g/2 + [sin )3 | = % .
2

a
3

L9 =

bo| 3
bo| 3

5) A calculer : Le moment d’inertie d’un céne circulaire (droit) par
rapport au diametre de sa base. Disons A = hauteur du cone, r rayon
du cercle de base. On utilise le méme systeme d’axe et les mémes
équations qu’au numéro 3) ;on cherche maintenant le moment d’inertie
par rapport a I’axe des y (ou de fagon équivalente, par rapport & I’axe
des x).

On obtient
Ly
= ///xQ—I-szxdydz
1%

2T r h(l_%

)
= // / (p? cos®(0) + 22)pdzdpdh
0 0 0

2 JPRp———
= //[p?’cosZ(O)z—}—p—} dpdf
0 0

3 z=0

5 O\%
s
w
Q
[}
®n
)
—~
s
~—
>
/
—
|
A

o\
>
o
(@)
)]
[\
>
S~—
N
o)
w
|
==
~__ ~——
+
w| T,
N\
|
w
E
[N}
o
wbw
|
|b
w =
~__
IS
QL
S

Ty Ty Ty Ty

"
4 51T h3 2 3 4 57T
— heos2(0) | 2= — P L T Y I 7
{cos()[4 57«]0 3[2 T T,
B (14 cos(20))r*  RB*7%  hr? 6 sin(20)\ o o
= [n . 5055 = gy Bl ) e
0
h2
- ”65 (3r% + 2h2)

5.4.2

A calculer : Le centre de gravité (centre de masse) du corps délimité

238



par une sphere de rayon a et un cone d’angle au sommet 2q, le sommet
coincidant avec le centre de la sphere. On suppose la densité constante et
égale a 1.

Nous allons supposer la sphere centrée a l'origine et ’axe du cone sur
I’axe des z.

Soit (¢, Ye, 2c) les coordonnées du centre de gravité de V.
Il est avantageux d’utiliser les coordonnées sphériques. On a

2r o a
///dxdydz = ///r2sin(g0)drdcpd9
v 00 0
2T « 27
a? a?
= //gsin(go)dgodﬁz/g(l—cos(a))dﬁ
0 0 0
9 3
- e (1 —cos(a))
3
2T o a
///xdxdydz = ///rsin(gp)cos(@)r2sin(<p)drdg0d0
v 000
2m a

//7“3 sin? () cos()drdpdd
0 0

o a

cos(6)df - / / 3 sin?()drdy

0 0

o\g, o\
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/V//ydmdydz - O/O/O/T'Sin(@sm(@)r sin(6)drdodd
= 7Siﬂ(9)d9'/a/ar3sin2(cp)drd<p
0 00

/ r3 sin? (@)drde
0

I
O
O\Q

o
3

7 cos()r? sin(p)drdedd

/ V/ / drdydz =

O\.vm

\1;‘9 O\
o O |

4 A N
= % sin(i) cos(p)dipdd = T |- 2F
4 9 1,
0
= %(1 — cos(2a))
On obtient
[ [ [ zdxdydz
‘ [ [ [ dzdydz
v
[ [ [ ydzdydz
_ v
o T [ [ [ dzdydz
v

zdxdydz 4
2, = féf :T( —cos(2(a)))

)

[ [ [ dzdydz 27;& (1 — cos(a))
v

(

3 1(2—2cos(a)) _ 3 1-cos’(a)
82 1—cos(a) 8" 1 — cos(a)
)

3
= ga(1+cos( )
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5.4.3

A calculer : [ [ [z cos(n,z) + y cos(n,z)] do ol o est une surface fermée.

g
La surface o délimite donc un volume. En supposant que les conditions
requises pour la formule de Gauss-Ostrogradsky soient remplies, on obtient

// [z cos(n, z) + y cos(n,y) + zcos(n, )| do =

///div(xi +yj+ 2j) dedydz
7

ol V est le volume délimité par o

_ /V//(1+1+1)dxdydz::a/v//dxdydz

= 3vol(V)

5.4.4

a) A calculer : [ JsF -ndS, ou F = 321 — 2yzj + 8k et S est donnée
par la surface représentative de la fonction z = 2z — y au-dessus du
rectangle [0, 2] x [0, 2]

On a

/S/F-ndS -

2

S~
—

0 0
32 — ) — (— - —
[ 3x :U(Qx y) ( 2yx) y(Z;r y) + 8| dxdy

[—622 — 2yz + 8]dxdy

O\M O\M
O\w o

2
[—2953 — gy + 833] zzg dy = / —4dy
0
= -8

b) A calculer : [ [F-ndS, out F = zi— 2yj+ zzk et S est donnée par
S

la surface représentative de la fonction z = —x — y — 1 au-dessus du
rectangle [0, 1] x [0, 1]
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c)

1
[ |Fegpte-v-0- 2 ey -1
0

—
—
=
=
oy
Il
o _

+x(—x—y—1)]dxdy

1

/[w—Zy—arQ—wy—x]dxdy

0

2 2%y v=1 i 5) 1

—2yr — — — —= dy = ——y—=|d

e e [ ]
0

19
12

o O~ _

A calculer : [ [F-ndS, ot F = zk et S est le disque de rayon 1
S

centré a l'origine dans le plan des x, y.

Notons que S peut étre décrite comme la surface représentative de la
fonction z = 0 au-dessus du domaine D suivant

On a

2 1 27

//F~n ds = //a:d:ndy = //rcos(@)rdrd@ = /7‘2 cos(0)drd6
s D 00
27

0

= /%cos@dH:O
0

A calculer : [ [F-n dS, ot F = jet S est le disque de rayon 1
S

centré a l'origine dans le plan des z, z.
On note que le champ de vecteurs F est constant et perpendiculaire a
S. On obtient directement

//F-ndS:grandeurdeF- aire(S)=1-7=mr
S
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5.4.5

a) On a
F = ¢*i — cos(zy)j + 2°yk
i j k
rot F = dét |: E)% 3% % ] = (g(zgy) - 2(_ COS(fUl/))>i
7 3 oy 0z
e —cos(zy) z
o d, . \., (0 9, .
+ () + (e )i+ (e coston) - o(e) )
= 231+ e®j+ysin(zy)k
b) On a
F = zzcos(z)i + (—yzsin(x)j) + —zy tg(y)k
i i K
rot F = dét £ oy 2
xzcos(z) —yzsin(z) —xy tg(y)
= g(f:v tg( )73(7 zsin(z)) ) i
= By Yy gly 02 Yy
+ (—Z(cay tew) + 2 (02 cos())
or Yy gy 8 J
+ i(— zsin(z)) — —(xzzcos(z)) | k
oz Y
= (—x tg(y) — zysec’(y) +y51n( )i+ (y tg(y) + x cos(x))]
+ —yzcos(x)k
c) On a
B yz . -z, Ty
B x2+y2+221+ a:2+y2—|—z2‘]+ 22 +y? + 22
i j K
rot F = dét @% a% %

Yz —xz Yy
x2+y2+z2 x2+y2+22 z2+y2+22

Y A (R R AR N Y
o \oy \22 + 92 + 22 Oz \ 22 +y? + 22 !
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R G R S —yz
Or \ 22 + 32 + 22 0z \ 22 + 42 + 22

J
0 —xz 0
= (5——) - k
Or \ 22 +y? + 22 dy x2+y + 22
o
(22 + y? + 22)?
+ 2(2? +y? + 22) —zz - 22]i
+ [—y(@® + 9"+ 2°) + oy - 2z + y(a® + v + 2°) —yz - 22];
(22 +y* + 2%) + 2z 23 — 2(2® + y* + 2%) + yz - 2y]k}

z(z? + 9% + 22) — zy2y

+ [-z
1
= m{l’c i+ (22%y — 2y — 2y2?)j + —22°k}
2

(%1 + (2%y — yz*)j — 2°K]

(22 + 42 + 22)2

5.4.6

Par la formule de Stokes
fF-dr://rotF~ndS
L S

Il suffit de vérifier que dans chaque cas rot F = 0

a) On a

i j k

el o) a
= dét 55 9y 92

1 —x —x

m>‘aﬁ<< fﬂ))i
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+
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=
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’ <<y Y llz>2> )

=0
b) On a
F = (yze® + xyze®)i + xze”j + xye’k
rot F
i j k
, d El d
= dét oz a_y 9z

yze® + xyze® xze® xye®

— <a—y(azye ) — &(xze )) i+ (693 (xye®) + az(yze + xyze )>_]

ox
= (ze” —ze”)i+ (—(ye* + zye®)) + ye* + xye®)j
+ (26" + x2ze” — (2€” + x2e”))k

+ <2(xzex) — (%(yzex + xyzex)> k

= 0

5.4.7
1) On a

[+ 2o+ (4 2y + (@ + )
L

ou L est le cercle donné par l'intersection des surfaces d’équation

2

P+ +22=a® et a4+y+2=0.

Par la formule de Stokes, on a

/(y+z)da:+(z+:z)dy+(m+y)dz = //rot((y+z)i+(z+x)j+($+y)k)-n as
L S

ou S est la surface délimitée par L.
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On a

rot((y + 2)i

Il
o

Ainsi

//(3/+Z)d$+(z+x)dy+(a:+y)dz://0-ndS:0
S S

On a

/x2y3dx +dz + zdz
L

ou L est le cercle donné par l'intersection des surfaces d’équation
2 +y?=R% et 2=0

R est une constante positive, R > 0.
Par la formule de Stokes, on a

/x2y3dx +dy + zdz = //rot(mngi +j+2k) - ndS
L S

ou S est la surface délimitée par le cercle L

On prend le sens antihoraire pour parcourir L et on prend n dans
la direction de l'axe des z (« orientation positive de 'espace » qui
correspond a la régle de la main droite)
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S est donnée par la surface représentative de la fonction z = 0 au-
dessus du disque ci-dessus.

On a

rot(z?y3i + j + zk)
_ (8%(2) - %(1)) i+ <—% + %(mQy?’))j

Z (1) - — k

(0= o)
= -3k

On obtient

/x2y3da: +dy + zdz

L

= //—3x2y2k~kd5
S

= //—3:1:23/2 dxdy
S

—3r2 cos?(0) - r? sin?(A)rdrdf (en passant en coordonnées polaires)

2w

O\:U O\:U

6
= —315 cos?(0) sin?(0)drdh = /—R? cos®(6) sin”(6)dh
0
RS 27r(sin(29))2d0 R 2”1 _cos(20)
2 4 -8 2
0 0

R6
= ——n

8

5.4.8
a) OnaF = 2zi—yj+(x+2)k et le chemin L qui relie (1,0,1),(0,1,0),(0,0,1)
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On a

rot F

= -

la surface S délimitée par L peut étre décrite par la surface représentative
de la fonction z = —y 4+ 1 au-dessus du domaine D du plan des x,y

En appliquant la formule de Stokes on obtient

/F-dr

L
_ /S/rotF-ndS
= [ [ (-0 gt 0= 0 eyt 1) 40 dady
D
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-1

= —ldxdy = —

[ [ ety =5
D

b) On aF = zyi+yzj+zzk et le chemin L qui relie (2,0,0),(0,1,0),(0,0,3)
v
1 ? L0032

DAY

On a
rot F
i j k
, o) ol o)
= dét oz a_y 9z

= —yi+-—zj+-zk

La surface S délimitée par L peut étre décrite par la surface représentative

de la fonction z = —5% - 3y + 3 au-dessus du domaine D du plan des
z,Y
A
Y
f
///// 0
5
1 *
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En appliquant la formule de Stokes on obtient

/F~dr

L

= //rotF-ndS://[—(—y)%(—%x%y—i—i%)
S D
— ( <g:c3y+3>>a%(gx~3y+3>+4 dxdy

-241

1

/ ;x + ;y — 9dydx
0

7 15 42 y=5"+1
Loy+ 22 d
{2a:y+ 5 5 94 - x

o O\w O\_.to

+0+0—<0+0—g+9>

5.4.9

A voir
%Hdr://.}-nds
oS S

Or, par la formule de Stokes on a

?{H-dr://rotH-ndS
oS S

Puisque rot H = J, on obtient le résultat voulu.
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5.4.10

a) On a F(z,y) = 231 — zsin(zy)j

: d 3 0 :
divF = %(m )+ 8—y(—a: sin(zy))
= 322 4 —2? cos(zy) = 32% — 2° cos(xy)
b) On a F(z,y) = yi — zj
) 0 0
divF = 8_m(y) + a—y(—az) =0
c) On a F(x,y,z) = e™i— e™j + e¢¥?k
0 0 0
: — Y .ry Y ry Y yz
div F 8:13(6 )+8y( e )+az(e )
= yexy — xefwy + yeyz

d) On F(z,y,2) = yzi+ zzj + zyk

: 3} 0 0

div F = =~ (y2) + a—y(m) + 5, (@) =
e) On a F(z,y,2) =xi+ (y +cos(x))j + (2 + ™)k

0 0 0

wF = L2 ZleteM)=1+1+1
div 5 (z) + oy (y + cos(z)) + 82(,2 +e™) +1+
= 3
f) OnaF(z,y,2) = 2%+ (x +y)’j + (z +y +2)°k
WF = S @)+ g (4ot @ty o)
= 2242 +y +2r+y+2)
= 6x+4y+ 2z

5.4.11

a) On a F(z,y) = 2%i — y3j et le contour
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N
7

C

On cherche le fux [ F-n ds. On peut séparer le contour C' en quatre
C
parties comme on I’a indiqué sur la figure.

On a les paramétrisation suivantes :

Cr:r(t)= ti—j,-1<t<1
Cy:r(t) = i+tj,-1<t<1
Cy:r(t)= —ti+j,—-1<t<1
Cpir(t)= —i+—tj,-1<t<1
On obtient
/F~nds:/F-nds+/F~nds+/F-nds+/F~nds
C Cq Co C3 Cy

/F~nds
c

= /xQdy + y3da + /dey + y3dx + /xzdy +yPdx + /xQdy +y’da
Cl CQ 03 04

1 1 1
= /(t2-0+—1-1)dt+/(1-1+t3-0)dt+/(t2-0+1-—1)dt
-1 -1 -1

1

+ /((—1)2-—1+t3.o)dt
—1
= —2+2-2-2

= 4
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Ou, par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

/F~nds

()

= / / div F dzdy, ou D est I'intérieur du carré
D

11
= //(23: — 3y?)dxdy
“1-41

1
= / [2* = 3yPali=l 1 dy = / —6y dy
-1 —1

= [=2"2t, = —2— (—2(-1))
= -4

b) On a F(z,y) = 2% + y3j et le contour

i )
A /
|

On a la paramétrisation de C :

r(t) = cos(t)i+sin(t)j, 0<t<2rm

/F-nds

C

= /dey —yida
c
27

= /[Cos3(t) - cos(t) — sin®(t) - —sin(t)]dt

0
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2

= /(0054(t) + sin(¢))dt
0

1 o 5 27
= {— cos®(t) sin(t)] +—/0082(t)dt
1 . 4
0
1 3 7
- Z[sin?’(t) cos(t)]3™ + 1 /sin2(t)dt (table d’intégrales)
0
2m
-3 / (cos2(£) + sin2(t))dt
0
3 2m
0
S
2

ou, par le théoreme de Gauss-Ostrogradsky

/F-nds

C
= / / div F dxdy, D = intérieur du cercle
D

= / / 322 + 3y dxdy
D

3r2 . rdrdf, en passant aux coordonnées polaires

o
3

o —

—y S

>~ w
=
=
—
3 3
Il Il
o —
QU
<>
I
|
U
<>

L —

3

N w <
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5.4.12

Figure 1 div F > 0, vraisemblablement pour A4, div F < 0, vraisemblablement
pour B, C.

Figure 2 div F > 0, vraisemblablement pour A, C, div F < 0, vraisemblablement
pour B.

5.4.13

a) On a F(z,y, 2) = 329 + 322yj + 2°k

Soit S la surface de la sphere de rayon 1 centrée a l'origine. On veut
calculer le flux [ [F-n dS
S

Par la formule de Gauss-Orstrogradsky on a

/S/F-ndS

= / / / divF dxdydz, ou D = intérieur de la sphere délimitée par S

D
= / / / 3y* + 322 + 322 dadydz
D

2 w1
= / / / 3p% - p sm( ) dpdpdf ; en passant aux coordonnées sphériques

2w

/ / sin(;p) dpdf) — g / [~ cos(i)]1 d6
0

2

ol w

o

de

|
(S
o\

127
)
b) On a F(x,y,z) =zi+yj+ zk

Soit S la surface de la sphere de rayon 1 centrée a 'origine. On veut
calculer le flux [ [F-n dS
S
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Par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

/S/F.nds

= / / / divF dxdydz, ou D = intérieur de la sphere délimitée par S
D

_ /[[/(1+1+1)dxdydz
_ 3 /4 D/ / dudydz — 3 volume (D)

== 357'['
= 4n

5.4.14
On a F(z,y,z) = i+ yj — zk et la surface S

i
‘ ] "/"////.
/-(:,Z:,/-i f/,// /i

e ’

On veut calculer le flux [ [F-n dS
S

Par le théoreme de divergence (ou Gauss-Orstrogradsky) on a

/S/F.nds

= / / / divF dxdydz, ou D est le volume délimité par S
D

= ///l—i-l—ldxdydz
D

= /// dxdydz
D
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= volume (D)
=1

On a F =zi+ yj — zk et la surface S d’un cube.

On veut calculer le flux f f F-n dS directement. On calcule la contribu-
S

tion des six faces et on additionne. Notons que ’orientation sur chacune des
faces doit étre vers 'extérieur. On devra en tenir compte dans la méthode
de calcul que nous avons vue.

2'”7 T
iy 5_

S !25‘ _
= BT P> sy
R

x|

On aura

S1

So
S5
S3

Sy

//F-ndS
s
= //F-nd51—//F-ndSi—F//F-nng
S st Sy
—//F-ndS§+//F-nd53—//F-ndsg
A S A

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction z = 1 au-
dessus du domaine Dy = {(z,y): 0 <2 <1,0<y <1}

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction z = 0 au-
dessus du domaine D] = {(z,y) : 0<z <1, 0<y <1}

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction y = 1 au-
dessus du domaine Dy = {(z,2) : 0 <z < 1,0 <z <1}

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction y = 0 au-
dessus du domaine D} = {(z,2): 0 <2 <1,0< 2z <1}

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction x = 1 au-
dessus du domaine D3 = {(y,2) : 0<y <1,0< 2z <1}

peut étre décrite par la surface représentative de la fonction x = 0 au-
dessus du domaine D5{(y,2) : 0 <y <1,0<z<1}
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On doit interchanger le role des variables dans la méthode de calcul que
nous avons vue pour Sg, S5, Ss, S%.

11
//F-ndSl = //ldxdy://d:vdyzl
S1 0 0

Dy
//F-ndSi = //—(O)dxdy:
51 Dy
11
//F-ndSz = //1-dxdz://d:vdz:
Sa Dy 0 0
//F-ndSé = //O-dxdz:
Sy Dy
11
//F-nng = //1-dydz-//dydz-
S3 D3 0 0
//F-ndSé = //O-dydz-O
Sy Dy
On obtient
/F-ndS——1—0+1—0+1—0—1
S
5.4.15
1) On a

/ /(xdydz + ydzdx + zdxdy)dS
S

2 2 2
ol S est la surface de I’ellipsoide 1‘_2 + Z_Q + — = 1. Cette intégrale de
a c

surface est, dans une autre notation, 'intégrale du champ de vecteur
F a travers S ou
F(z,y,2) =zi+yj+ 2]

Par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

/S/FndS

258



= / / / divF dxdydz, ou D est le volume délimité par S

D
— /D//(l—l—l—f—l)dxdydz
= 3///dwdydz

D

= 3 volume (D)
= 3- gwabc

= A4mabe

2) On a
//(m3dydz + y3dzdx + 23dxdy)dS

ol S est la surface de la sphere d’équation 22 + 32 + 22 = R?. Cette
intégrale est, dans une autre notation, I'intégrale du champ de vecteurs

F(z,y,2) = 2%+ 3% + 2°k

a travers S. Par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

/S/F-ndS

= / / / divF dxdydz, ou D est le volume délimité par S

D
= ///(3332 + 3y + 32°)dadydz
D

2r m R
= / / / 02 p? sin(¢)dpdpdf, en passant aux coordonnées sphériques

2r W

_ / / é in()dpdo
_ g / [~ cos(e)]S_odd = 27%9

0 0
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3
= —--2-27
5
127
5
3) On a
//xQdydz + y?dzdx + 2*dxdy
S
2 42 52
ou S est la surface du cone d’équation —+=——= =0, pour 0 < z < b.
a? a? b

Cette intégrale est, dans une autre notation, I'intégrale du champ de
vecteur

F = 2%+ ¢+ 2%k
a travers S. Notons que S n’est pas une surface fermée de sorte qu’on ne
peut appliquer la formule de Gauss-Ostrogradsky directement.

« Complétons » S en ajoutant le disque de rayon a centré a l’origine
dans le plan z = b, et appelons S’ cette nouvelle surface

On a
//F-ndS = —//F-ndS+//F-ndS,
S’ S S

ou S” est le disque qu’on a ajouté
//F-ndS = //F~ndS”—//F~ndS’
S SN Sl

N.B. On doit changer le signe car 'orientation change quand on integre sur
S seule : la normale est alors vers le haut, alors que sur S’ elle est vers
I'extérieur et vers le bas.
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Par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

//F-ndS’
S/

= / / / divF dxdydz, ou D est le volume délimité par S’
D

= ///2x+2y+22d:cdydz
D

2t a b
= ///(2r cos(0) + 2rsin(f) + 2z)rdzdrdf (coordonnées cylindriques)
00

QT‘
a

/ [(27“2 cos(8) + 2r? sin(6))z + 227"] ZZT drd6
0

a

/ [27‘2 cos(#) 4 2r? sin(0)b + b*r — 297"3 cos(6)
0

- 291”3 sin(f) — b—2r drdf
a a?

2w
3 3 22
= / [21)% cos(0) + Qb% sin(6) + bTa
bat bat b?
— 251 COS(Q) — 2—Z Sll’l(e) — $:| do
2 2 b?a* ba®
= [—ba?’ sin(8) — =ba cos(f) + S B sin(0)
3 2 2
bad p2q2 19=%"
+ = cos(6) — )
3 4 Jo=o
B a’b?r
2

On peut intégrer directement sur S” : ce disque peut étre décrit par
la surface représentative de la fonction z = b au-dessus du disque de
rayon a centré a l'origine dans le plan des z,y. On obtient

0 0
. "o _YaN2 Y 2 2
//F ndsS" = / / I (b) -z Dy (b)y” + b° dxdy

S// D//
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N.B.

= / b? dady

DN

= b’ra®

En mettant tout ensemble, on obtient

//F i dS — a2 - YT aV
S

2 2

On a [ [zdydz + ydzdz + zdzdz, out S est la surface du cylindre
S

d’équation z? + y? = a?, avec —H < z < H. Cette intégrale est, dans

une autre notation, I'intégrale du champ de vecteurs F = zi + yj + zk
a travers S. Notons que S n’est pas une surface fermée de sorte qu’on
ne peut pas appliquer la formule de Gauss-Ostrogradsky directement.
« Complétons » S en ajoutant le disque de rayon a centré a 'origine
dans le plan z = H et dans le plan z = —H. Appelons S’ cette nouvelle
surface.

On a
//F'ndS’/://F-ndS+//F-ndSl—//F-ndSQ
S’ S S1 Sa

On doit changer le signe car I'orientation change quand on integre sur
Sy seule : la normale est alors vers le haut, alors que sur S’ elle est
pointée vers 'extérieur et vers le bas

//F-ndS://F-ndS'—//F-nd5’1+//F-nng
S S’ S1 So
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Par la formule de Gauss-Ostrogradsky on a

//F-ndS'
S/

= / / / divF dxdydz, ou D est le volume délimité par S’
D

= /!/(1+1+1)dxdydz:3/!/ drdydz

= 3 volume (D)
= 6ma*H

S1 est décrite par la surface représentative de la fonction z = H au-
dessus du disque D; de rayon a centré a l’origine dans le plan des x, y.
On obtient

//F‘ndSl = //(—%x—%f)y—kfl)da}dy
S1 D
= H/D/ldxdyzwaQH

So est décrite par la surface représentative de la fonction z = H au-
dessus du disque D; (ci-dessus). On obtient

//F'nng = // —8(_H)w— 8(_H)y—i-—H dxdy
oz y
Sa D1
= —H//dxdy = —Hra?
D,

Finalement

//F ‘ndS =6ra’H — na’H — 1a’H = 4wa’H
S

5.4.16

On a un champ de vecteurs F(x,y, z) et un domaine de I’espace D tels
que F est toujours tangent & la frontiere 0D de D. Ceci entraine que, en
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un point (z,y, z) sur dD, un champ F(x,y, z) est toujours parallele au plan
tangent en (z,y, z), donc toujours perpendiculaire & la direction normale &
0D. Ainsi, sur 9D on aura toujours F - n = 0, o n désigne un vecteur

normal unitaire.
Or, par la formule de Gauss-Orstrogradsky on a

///didexdydz ://F'ndS
D o0 D

et par la remarque précédente le flux [ [ F -n dS sera nécessairement nul,
oD

///diVF dxdydz =0
D

d’ou I'égalité

5.4.17

a) On a la transformation

N

le jacobien est égal® &

Gt = 5%) 5 =)
, 2t 2s
- det{% —28}
= —8ts

Au point (t,s) = (1,2), le jacobien vaut —8-1-2 = —16.

b) On a la transformation

r = u-+wv
= ww
le jacobien est égal a
o] o)
5g (U) 5 (uv)
_ dét[l 1}
v
= u—v

IN.B. Il faut choisir un ordre des variables ; d’habitude c’est I’ordre alphabétique.
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Au point (u,v) = (5, —3), le jacobien vaut 5 — (—3) = 8.

5.4.18

On a la transformation

r = u—v
Yy = u-+v

a) Le jacobien de cette transformation est

dét[%éjj;z; jiﬁfﬁ;]
- dét“ _”
.

b) Ona {(u,v):0<u<1, 0<wv<1}

Dans le plan des (u,v) c’est le carré unité

On note que

(u,v) = (0,0) correspond a (x,y) = (0,0) = Py
(u,v) = (1,0) correspond a (z,y) = (1,1) =P,
(u,v) = (1,1) correspond a (z,y) = (0,2) = P;
(u,v) = (0,1) correspond a (z,y) = (—1,1) = P

On constate aussi que les points a I'intérieur du carré ci-dessus corres-
pondent & des points a l'intérieur du quadrilatere Py, P;, P>, P3 dans
le plan des x,y

265



N.B. L’aire de ce quadrilatere est égal a 2, qui est aussi la valeur du jaco-
bien. Le changement de coordonnée transforme un carré d’aire 1 en un
quadrilatere d’aire 2 ; c’est le facteur de changement d’échelle.

5.4.19

On doit transformer les intégrales doubles en effectuant le changement
de variables

T = u—uv
Yy = w

Le jacobien de cette transformation est

e[ Bl Bl ™ |
- dét[i_v ;“]

= Uu

On doit aussi exprimer le domaine d’intégration en termes des nouvelles co-
ordonnées u, v. Pour cela, il est utile de considérer la transformation inverse
qui permet d’exprimer u, v en fonction de z,y. On a

u = T+vy
Y

r+y

a) On note que y = % =
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U=0 ; xiy=0

Disons 0 < a <

v
On note que y = Bz correspond & = f3, c’est-a-dire v = L
1—w 1+
De mé 43 @ o d . B
e méme, y = ax correspond a v = et v varie de a .
Y P 1 lta 148

Pour v fixé, u varie de e jusqu’a la droite £ = e qui s’exprime par u

comme fonction de v : u = 1 .
—v

Ainsi

1] e
D = : << —, 0<u<
%%w l+a=""145 ~"=1-v

B e
e Bz 1+8 1—r
//f(x,y)dyd:nz / /f(u—uv,uv)u dudv
0 ax H_La 0

c b
b) Ona{{f(x,y)dxdy.
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|
| us_¢_
" I-v

=0

Disons b > ¢ >0
Le domaine d’intégration D est

L’expérience de a) suggere de séparer le domaine D en deux parties
Dy, Dy par la diagonale du rectangle D (voir la figure)

. c
On note que y = ¢ correspond & u = —
v

Dy = {(u,v):ogv b ¢ }
b

IN
o
IN
IS

IA

<

+
(VAN
< >
IN -+
- o
(an)
INA
<
IN
S|

c

T

On obtient

C

b
/ flz,y)dydx = / 0/ f(u — wv, uwv)ududv

00
1 5
+ //f(u—uv,uv)ududv
b0

b+c
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ANNEXE

5.1.1

5.1.1
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5.1.11
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5.1.12

N
14
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J 1 + ? -
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T ! '
-‘ '1‘ 0
s
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A
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5.2.21

275



