RECURSIVITE: LES FONCTIONS RECURSIVES

MATHIEU BELANGER

1. DEFINITION DE LA RECURSIVITE

Dans un premier ordre d’idées, nous introduisons la notion de récursivité.
Définition.
(1) Les fonctions suivantes sont dites fonctions initiales :
(I) la fonction nulle: Z(x) = 0 pour tout x;
(I1) la fonction successeur: N(x) = x + 1 pour tout x;
(III) les fonctions de projection : U (1, . ..,%,) = x; pour tout 1, ..., Ty,
(2) Les régles suivantes permettent d’obtenir de nouvelles fonctions & partir de

fonctions déja introduites:

(IV) Substitution : Une fonction f est dite obtenue par substitution & partir
des fonctions g(y1,- .-, Ym)s h1 (@1, .. Zn)se ooy Am(T1, ... Ty) si

flze, .. xn) =gz, oy 2n), o hm (X1, 20)

(V) Récursivité: Une fonction f est dite obtenue par récursivité a partir
des fonctions g et h si

flar,. .., 2,,0) =g(z1,...,20)
f(mla"'7xn7y+ 1) = h(xla"'7xn7y7f(xla'-~7mn7y))
Les parameétres de la récursivité sont x4, ...,x, ou n = 0 est permis.
(VI) Opérateur u restreint: Soit g(x1,...,T,,y) une fonction telle que
pour tout 1, ..., ,, i existe y tel que g(z1,...,z,,y) = 0. Posons
wy(g(z1,...,zn,y) = 0) le plus petit y tel que g(x1,...,2,,y) =0.
Soit f(x1,...,2n) = py(g(x1,...,on,y) = 0). La fonction f est dite
obtenue par lopérateur p restreint a partir de g si un tel y existe,
c’est-a-dire si, pour tout z1,...,x,, il existe un plus petit y tel que
g(xh' o ,l'n,y) =0.
(3) Une fonction f est récursive primitive si et seulement si:
(a) il existe une suite finie de fonctions fy,..., f, telle que f, = f,
(b) pour tout 0 < i < n, f; est une fonction initiale ou f; s’obtient des fonc-
tions f; (j < i) au moyen des regles de substitution et de récursivité.
Intuitivement, une fonction est donc récursive primitive si et seulement

si elle s’obtient de fonctions initiales par un nombre fini d’applications des
regles de substitution et de récursivité.

Présenté au Séminaire de logique, UQAM, 1°* décembre 2005.
Référence : Elliot MENDELSON, Introduction to Mathematical Logic, 4° édition, §3.3, p. 174-182.

1



RECURSIVITE: LES FONCTIONS RECURSIVES 2

(4) Une fonction f est récursive si et seulement si
(a) il existe une suite finie de fonctions fy,..., f, telle que f, = f,
(b) pour tout 0 < i < n, f; est une fonction initiale ou f; s’obtient des

fonctions f; (j < ¢) au moyen des régles de substitution, de récursivité
et de 'opérateur p restreint.

Sur la base de cette définition, il est évident que toute fonction récursive primitive
est également récursive.

2. FONCTIONS RECURSIVES PRIMITIVES

Nous allons maintenant nous donner un certain nombre de fonctions récursives
primitives. Pour ce, nous aurons besoin de la proposition ci-dessous qui permet
certaines manipulations sur les variables d’une fonction primitive récursive.

Proposition (3.14). * Soit g(y1,...,yx) une fonction récursive primitive. Soient
Z1,...,%, des variables distinctes entre elles. Soit également z; (1 < i < k) une
des variables x1,...,x,. La fonction f telle que f(x1,...,2,) = g(z1,...,2K) est
récursive primitive.

Démonstration. Soit z; = x;, tel que 1 < j; < n. Alors, z; = U}:(:Bl, .oy Zp). La
fonction f s’écrit donc:

f(mla"'u‘rn)29(21,...72k>
=g(U} (z1,- @), Uj (21,00, 20))

La fonction f s’obtient des fonctions récursives primitives g et UJ,..., U} par
substitution. Elle est donc elle-méme récursive primitive.

Exemples.

(1) L’ajout de variables vides préserve le caractere récursif primitif d’une fonc-
tion. Soient g(x1,x3) une fonction récursive primitive et f une fonction telle
que f(x1,r2,23) = g(z1,23).

Posons z1 = Ui (21,72, 23), 22 = U3 (21, 2, 23). Alors,
f(@1,22,23) = g(21, 22)
= g(Uf)(xla T2, x3)7 Uf?(xlv T2, x&))

Par la proposition (3.14), la fonction f est récursive primitive parce
qwelle s’obtient par substitution des fonctions g et U? qui sont elles-mémes
récursives primitives.

(2) La permutation de variables préserve le caractére récursif primitif d’une
fonction. En effet, soient g(z1, x2,x3) une fonction récursive primitive et f
une fonction telle que f(z1,z2,23) = g(x3,21,22).

Posons z; = Uj(x1,72,23),22 = Up(x1,72,73),23 = Us(x1,2,73).
Alors, par la proposition (3.14),

f(z1,m2,23) = g(21, 22, 23)
3 3 3
= g(U3 (1‘1, T2, .133), Ul (1'1, Zo, .133), U2 (1'17 xo, $3))
I La numérotation des propositions, corollaires, etc. est différente dans la troisieme édition de

Introduction to Mathematical Logic. La proposition 3.14 de la quatrieme édition correspond a la
proposition 3.13 de la troisieme édition et ainsi de suite.
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La fonction f est également récursive primitive parce qu’elle s’obtient
de fonctions récursives primitives — g et U? — en appliquant la régle de
substitution.

Corollaire (3.15).

(1) La fonction nulle Z,(x1,...,2,) = 0 est récursive primitive

(2) La fonction constante CJ(z1,...,2,) = k ot k est un nombre naturel est
récursive primitive.

(3) La régle de substitution peut étre généralisée au cas ot les fonctions h; ne

dépendent que de certaines des variables x;, ..., x,. Similairement, la régle
de récursivité peut étre généralisée au cas ot les fonctions h; ne dépendent
pas de tous les i, ..., Zp,y ou f(Tiy ..., Tpn,Y).
Démonstration.
(1) Soit la fonction initiale Z(z1) = 0. Alors, Z,(x1,...,2,) = Z(x1). Posons
1 = Uln(.l“l,. .. ,l‘n),

Zn(X1,. oy xn) = Z(21)
=7Z,U(z1...,2y))
Par la proposition (3.14), cette fonction est récursive primitive.

(2) Par induction:
e k=0: la fonction C§(z1,...,z,) est récursive primitive car il s’agit de
la fonction nulle.
e Supposons que C}' est une fonction récursive primitive et montrons
que C},; est une fonction récursive primitive. Par substitution,

CI?Jrl(xla'--yxn) = N(CZ("E177£E”))

(3) Par la proposition (3.14), il suffit d’ajouter les variables manquantes comme
variables vides dans les fonctions h;. (I

Proposition (3.16). Les fonctions suivantes sont récursives primitives :
(1) z+y
(2) -y
(3) v

(4) La fonction prédécesseur §(x) = {

. T—Y S1T>Y
(5)x—y—{ :
0 st <y

r—1 six>0
0 six=0

— x>
(6) |x—y|={”” vosrr=y

y—x st <y
0 siz=0

7 =

(7) se(@) {1 siz#0

1 six=0

(8) 8(z) = {O six#£0
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(9) !
(10) min(z,y) = le minimum de x ety
(11) min(zq,...,x,) = le minimum de 21, ..., T,
(12) max(z,y) = le mazimum de x ety
(13) max(z1,...,x,) = le mazimum de x1,...,Ty
(14) rm(z,y) = le reste de la division de y par x
(15) qt(x,y) = le quotient de la division de y par x.

Démonstration. >

(1) Par la regle de récursivité avec f(x,y) =z +y,

F(2,0) =2 +0

= U (x)
fly+)=z+(y+1)
= N(f(=,y))

(2) Par la regle de récursivité et (1) avec f(x,y) =z -y,

flz,0)=2-0

= Z(x)
fley+l)=z-(y+1)
= f(z,y) +z

(3) Par la regle de récursivité et (2) avec f(z,y) = a¥,

f(z,0) = a°
=Cl(x)
flz,y+1) =¥t
=Y.zt
= f(x,y) -

(6) Par la régle de substitution,

|z —yl=(x—y)+ (y —x)

_J@—-y)+0 siz>y
04+ (y—z) siz<y

_Jxz—y siz>y
B y—x six <y

2 Seuls quelques-uns des énoncés seront démontrés. Voir Introduction to Mathematical Logic.
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(8) Par la regle de substitution,
5g(z) = 1-sg(x)

_ )= sg(x) sil>sg(x)
0 sil<sg(x)

_ 1—-0 siz=0
S )1-1 siz#0

)1 siz=0
)0 siz#£0
(12) Par la regle de substitution,

max(z,y) =y + (z — y)

_Jy+(@—y) siz>y
y+0 six <y

= sixz >y
N y siz<y
O

La proposition ci-dessous affirme que la somme et le produit borné de fonctions
préservent le caractere récursif primitif des fonctions. Définissons tout d’abord des
sommes et produits bornés.

Définition.

Loty flxy, . o 2y, 0)+ -+ f(x1,...,2p,2—1) siz>0

y<z

Zf($17"-awn7y): Z f(xlw'-axnay)

y<z y<z+1

Hf(x o) — 1 siz=0
Pt flen e 0) e fan gz — 1) siz >0

y<z

Hf(zla---axnvy): H f(xlw-wznay)

y<z y<z+1

Proposition (3.17). Soit f(x1,...,2n,y) une fonction récursive primitive. Les
sommes et produits bornés sur f sont des fonctions récursives primitives.

Démonstration. Premiérement, soit g(z1,...,Tn,2) = Zy<z flxy,. ... xn,y). La
fonction g est récursive primitive par la regle de récursivité :
g(x1,...,2,,0) =0
g(xl,...,zzrn,z+ 1) :g(xlw"a‘rnvz) +f($17...7117n,2)
Deuxiemement, la fonction h(zq,...,z,,2) = Zygz flx1,...,xn,y) est récursive

primitive. Par substitution, h(z1,...,z,, 2) = g(x1,...,Tn, 2 + 1).
Les produits se démontrent de la méme fagon. [
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La définition précédente et cette proposition peuvent étre généralisées aux cas
de sommes et produits bornés inférieurement et supérieurement.

Exemple. Soit 7 la fonction suivante :

nombre de diviseurs de x six >0
T(x) = .
1 siz=0

7 est une fonction récursive primitive. En effet,

r =Y sg(m(y,2))

y<z

3. RELATIONS RECURSIVES PRIMITIVES

L’objectif de cette section est de démontrer que des relations obtenues a partir de
relations récursives primitives sont elles-mémes récursives primitives. La premiere
étape consiste évidemment & définir ce qu’est une relation récursive primitive. Pour
ce, nous aurons besoin des fonctions caractéristiques.

Définition. Soit R une relation a n arguments. La fonction caractéristique Cr de
R se définit comme suit :

0 siR(zy,...,2T,) est vrai
CR(LL'h...,:)Sn): .
1 si R(zxq,...,z,) est faux
Définition. Une relation R(z1,...,x,) est récursive primitive si et seulement si
sa fonction caractéristique Cr(z1,...,x,) est primitive récursive.

Exemples.

(1) La relation R(z1,x2) : ©1 = x2 est récursive primitive. En effet,

Cl ) 0 si R(z1,x2) est vra
T1,Ta) = )
R 2 1 si R(z1,z2) est faux
)0 sizy =x9
)1 osiag #+ X9

0 si |.1?17£172|:O
1 silzg —a2| #0
= sg(|lz1 — 22)

Puisque les fonctions sg(z) et |z—y| sont récursives primitives, la fonction
caractéristique Cp est elle-méme récursive primitive. La relation R est donc
récursive primitive.
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(2) La relation R(z1,x2) : o1]|z2 est récursive primitive. En effet,

0 si R(z1,x2) est vrai

1 si R(xq,22) est faux
)0 sim|r

)1 osiag [ xo

B {0 si rm(zy,22) =0

1 sirm(xg,z2) #0

= sg(rm(x1,x2))

CR(Il,l’z) = {

Les fonctions sg et rm sont récursives primitives. Il en résulte que la
fonction caractéristique C'r de la relation R est récursive primitive et que
la relation est donc elle-méme récursive primitive.

Etant données des relations sur les nombres naturels, nous avons trois fagons
d’introduire de nouvelles relations.

(1) La premiére consiste a utiliser les connecteurs propositionnels. Par exemple,
étant données des relations Ry(21,...,2,) et Ra(y1,. - Ym):

(a) =Ry(x1,...,2,) est une relation qui est vraie pour zy,...,x, si et
seulement si Ry(x1,...,2,) est fausse.

(b) Ri(x1,...,25) V Ra(y1,...,Ym) est une relation qui est vraie pour
T1yevey Ty Y1, - - -5 Ym Si et seulement si Ry (z1,...,2,) ou Ra(y1, .-y Ym)
sont vraies.

(2) La deuxiéme facon a recours aux quantificateurs bornés. Etant donnée une
relation R(x1,...,Zn,Y),

(a) (Yy)y<-R(x1,...,2Tn,y) exprime la relation suivante : pour tout y, si y
est plus petit que z, alors R(z1,...,Zy,y) est vraie.

(b) (3y)y<zR(x1,...,xn,y) exprime la relation suivante : il existe y tel que
si y est plus petit que z, alors R(x1,..., 2y, y) est vraie.

Les quantificateurs (Vy)y<, (y)y<- et les quantificateurs doublement
bornés se définissent de la méme facon®.

(3) La troisieme fagon fait appel a Iopérateur p borné :

le plus petit y < z tel que

Wyy<zR(z1,...,Tn,y) =< R(x1,...,%Tn,y) est vrai  8’il existe un tel y
z sinon
Similairement, pyy<,R(z1,...,%n,Y) = tYy<st1R(Z1, ..., Tn,Y)

Proposition (3.18).

(1) Les relations obtenues de relations primitives récursives a l’aide des connec-
teurs propositionnels et des quantificateurs bornés sont récursives primi-
tives.

3 Les résultats subséquents sur les quantificateurs bornés pourront étre généralisés aux quan-
tificateurs doublement bornés.
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(2) Les opérateurs (1 bornés pyy<. et pyy<. permettent d’obtenir des fonctions
récursives primitives a partir de relations récursives primitives.

Démonstration.
(1) Premierement, soient Ry(z1,...,2,) et Ra(x1,...,2,) des relations récur-
si-ves primitives. Par définition, leurs fonctions caractéristiques respectives
CRr, et Cg, sont récursives primitives. Alors, les relations ~R; et Ry V Ra
sont récursives primitives. En effet, leurs fonctions caractéristiques respec-
tives sont récursives primitives:
0 si-Ry(xy,...,2T,) est vrai
Cop, (71,00 2n) = .

1 si—Ry(z1,...,x,) est faux

0 siRy(zq,...,2z,) est faux

1 si Ri(x1,...,x,) est vrai

)0 siCgr(w1,...,2,) =1
1 siC’Rl(xl,...,xn):O
=1-Cpg(21,...,2)
0 si RV Ra(xq,...,2,) est vrai
CRl\/RQ(x17"‘7zn): . ' 2( ! )
1 si Ry V Ra(x1,...,2,) est faux
)0 si Ri(z1,...,2,) ou Ro(x1,...,2,) est vrai
)1 si Ri(x1,...,2,) et Ro(xq,...,2,) sont faux
)0 siCr,(z1,...,2) =0 0u Cgy(21,...,7,) =0
1 siCgr(z1,...,2n) =1et Cry(z1,...,2,) =1

= CRl(xl,...,:cg) ~CRQ(:E1,...,:£2)

Or, tous les connecteurs propositionnels peuvent étre définis en termes
de — et V. Toutes les relations obtenues par les connecteurs propositionnels
a partir de relations récursives primitives sont donc récursives primitives.

Deuxiémement, soit R(x1,...,Zn,y) une relation récursive primitive.
(Fy)y<-R(z1,...,2n,y) est récursive primitive parce que sa fonction ca-
ractéristique est récursive primitive :

0 si(Jy)y<zR(z1,...,2n,y) est vrai

C ZTiyesTnyY) =
(Fy)y<-R(T1 nsY) {1 si (Fy)y<R(z1,...,20n,y) est faux

)0 sl existe y < z tel que R(x1,...,7n,y) est vrai
1 sipour tout y < z, R(x1,...,%,,y) est faux

0 ¢l existe y < z tel que Cr(z1,...,%Tn,y) =0
1 sipour tout y < z, Cr(x1,...,2n,y) =1

= HCR<x17---;Inyy)
y<z

Le quantificateur (Vy), <. se définit en termes de (Jy), <. et —. La relation
(Vy)y<zR(z1,...,2n,y) est donc récursive primitive. A la lumiere de leur
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définition, les quantificateurs (3y)y<. et (V) <, déterminent également des
relations récursives primitives.

(2) Soit R(x1,...,Zn,y) une relation récursive primitive. Alors, pour tout y,

0 ¢l existe u < y tel que Cr(z1,...,2n,u) =0
HC’R(xl,...,xn,u): )
1 sipour tout u <y, Cr(x1,...,Tn,u) =1

u<lz

0 s'il existe u < y tel que R(xq,...,2,,u) est vrai
1 sipour tout u <y, R(z1,...,Tn,,u) est faux

Z(HCR(xl,...,xmu)) = HCR(xl,...mn,u)—k HCR(xl,...,xn,u)

y<z u<ly u<0 u<l

—+ -4 H CR(ml,...,u)

u<z—1
= [Cr(z1,...,2n,0)]
+ [Cr(x1,...,Tpn,0) - Cr(x1,- .., Ty, 1)]
+ ...
+ [Cr(x1, ..., 20, 0) + - + Cr(x1, ..., Tpn, 2 — 1)]

M +[1-1]+...
+[1-----1-0]4---+[0] ¢l existe un y tel que
= R(x1,..., Ty, y)est vrai
/—j‘ﬁ
14+---4+1 si pour tout y < z,
R(z1,...,%,,y) est faux
le plus petit y < z tel que
=4 R(z1,...,2n,y) est vrai sl existe un tel y
z sinon

= pyy<.R(x1,...,20,Y)

Or, ceci est une fonction récursive primitive parce que les sommes et pro-
duits bornés de fonctions récursives primitives sont eux-mémes des fonctions
récursives primitives par la proposition (3.17). O



