Déf " :
Un ordre est dit total s’il est un ordre partiel satisfaisant une relation d’ordre R telle que
pour Vz et Vyon a xRy ou yRx.

Théoréme :
< est un ordre total.

Ayant déja montré que < est un ordre partiel, il faut démontrer la propriété suivante :
Pour Vx et Vy,x <youy <z
On veut montrer que -y =z ouy -x =y pour Vz et Vy.

En 4 cas,
1) Soitx=0ety=0, z2-y=0-0=0=z=y.

2) Soitz =0ety=1, z-y=0-1=0= 1.
3) Soitz=1lety=0, y-2=0-1=0=1y.

4) Soitz=1lety=1, z-y=1-1=1=z=1y. [

Ex : Un ensemble P(X) et la relation d’inclusion C forment un ordre partiel, mais non
total.
SoitA,Bet C € P(X),ona:
1) ACA
2) SiACBet BC(C,alors ACC.
3) SiAC Bet BC A, alors A= B.
Par contre, il est contingent que soit A C B ou B C A. Par exemple, ces deux
sous-ensembles peuvent étre disjoints.

Ex : N et I’opérateur | (divise) forment un ordre partiel.

Soitx,yetze N ,ona
1) x|x
2) Six|yety]z alorsx|z.
3) Six|yety]|x, alorsx =Y.
Par contre, il est contingent que soit x |y ouy | x. Par exemple, x et y peuvent
étre deux nombre premiers.



Déf ™

Soit A un ensemble partiellement ordonné et un ensemble S C A.
Un majorant de Sestuna € A tel que s <a pour Vse S.

Un minorantde Sestunb € A tel ques > bpour Vs € S .

Un suprémum est le plus petit majorant.
Un infimum est le plus grand minorant.

Formellement :
Soit (A,<) un ensemble partiellement ordonné et un sous-ensemble arbitraire S. Nous

dirons qu’un élémenta € A est un suprémumde S ,i.e.a=V Ssi:

i) s<a,VseSs.
i) Sis<bpourVseS,alorsa<b.

SiS={s, t}, V{s,t}=sVvr.
SiS=0, Vest le plus petit élément de A, i.e.0(L).

Soit A =P(X) ou X est un ensemble arbitraire et (P(X),c)un ensemble partiellement

ordonné. Si une famille de sous-ensembles S est telle que Sc P(X), alors :
\/Szde,f,, {xe X:dYeS, xeY}

De fagon duale :
Soit A un ensemble partiellement ordonné et SCc A. Nous dirons qu’un élément a€ A est
uninfimumde S, a=AS, si:

1) a<spourVseS.
i) Sib<spourVseS,b<a.

SiS={s, t}, A{s,t}=sAt.
SiS=0, ANDest le plus grand élément de A,i.e. 1(T).

SiA=(P(X).c)etS c P(X), alors AS =, {xeX:VYeS, xe¥}

NB : SiVSexiste, il est unique; de méme si A S existe, il est unique. (anti-symétrie)



Ex:

Soit un ensemble A {0, 1, 2, 3, 4} et un
sous-ensemble S:{1, 3} ordonnés comme a 4
la figure ci-contre.

{3, 4} constituent les majorants de S.
{3} est le suprémum de S.

{0,1} constituent les minorants de S.
{1} est I’infimum de S.

Cet ensemble A est partiellement ordonné :

0

-Chaque élément est <a lui-méme. (réflexivité)
-On a également la transitivité (si 0<1 et 1< 2, alors 0< 2 par exemple).
-Anti-symétrie : si0<1let 1<0, alors 0 = 1.

-Mais par contre, on ne peut satisfaire la propriété d’ordre total, par exemple il est faux
que soit 2< 3 ou 3< 2, car ces deux éléments sont incomparables.

Déf " :
Un demi-treillis est un ensemble partiellement ordonné A dont chaque sous-ensemble
posséde un suprémum ou un infimum dans A.

Algébriquement,

Un demi-treillis est un ensemble A muni d’un certain opérateur @ et d’un certain élément
neutre N tels que :

Soita,betc € A

1) a®@b®c)=(a®b)Dc (Associativité)
2) a®n=a (Elément neutre)
3) a®b=0Da (Commutativite)
4) a®a=a (ldempotence)

Déf" -
Soit (A,<) un ensemble partiellement ordonné tel que VS < A et V S existe. On appelle
un tel ensemble un treillis complet.

Dans un treillis complet, si VS existe, alors A S existe aussi. Définissons :

B={aeA:aSs,VseS}
ANS=VB

NB : Si on prend (A,<) un ensemble partiellement ordonné tel que pour VS c A fini et
que V S existe, il ne s’ensuit pas nécessairement que A S existe.

Exercice : Montrer que dans ce cas, on a un probléme de définition de I’inf par le sup.
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Déf" -

Un treillis est un ensemble partiellement ordonné(A,<)dans lequel tout sous-ensemble

fini S ¢ A aunsup etuninfdans A. Donc 0,1,V et A existent.

Du point de vue algébrique nous avons{A,A,v,0,1) qui satisfait un certain nombre

d’équations :

1. anb=bara e avb=bva. (commutativité)
2. (anb)ac=an(brc) e (avb)vc=av(bvc). (associativité)

3. ana=a e ava=a. (idempotence)

4. anl=a,avli=1 et an0=0,av0=a.

5 an(avb)y=a et av(anb)=a. (absorption)

Ex:

Soit une structure (A,A,v,0,1) telle que A:AX A — A et v:AXA— A qui Vérifie les

équations 1 a 5. Montrer qu’il y a un unique ordre partiel définissable sur A tel
que (A,<) est un treillis et que les opérations A,v,0,1 données algébriquement sont les

opérations du treillis.

Soita,betc € A.

a<bssianb=aouencorea<bssiavb=b.

Nous sommes en présence d'un ordre partiel :

Pour Va,onaa<a,ie.ana=a. (Réflexivité)

Pour Va, VbetVe,sionaa <betb <c,alors a <c.

ie.sianb=aetbac=b,alorsanc=a. (Transitivité)
Pour Vaet Vb,sia<betb<a,alorsa=>b.
ie.sianb=aetbAaa=b,alorsa=b. (Anti-symétrie)

(les mémes propriétés se démontrent en définissant l'ordre par a < b ssia v b =Db)

Redéfinissons l'infimum et le suprémum:
Soit a,b et c € A.

a=VAsi:
)b<a,VbeA,ie.bva=apourVbeA.

i1) Sib < ¢ pour Vb € A, alorsa = c,i.e.si b A ¢ =b pour Vb € A,alorsa = c.

a=/N\Asi:
i)a<b,VbeA,ie.anb=apourVbeA.

ii) Sic < b pour Vb € A, alorsc = a,i.e.sic Ab=c pour Vb € A,alors a = c.
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Ex:
Soit la structure définie ci-contre. Le sous-ensemble
S, {3, 4} n’a pas d’infimum dans A car 3 et 4 sont

incomparables entre eux et leurs plus grands minorants,
soit le sous-ensemblesS,:{1, 2}, sont également

incomparables entre eux.
On ne peut satisfaire la propriété d’unicité de I’infimum.

De méme, le sous-ensemble S, :{1, 2} n’a pas de

suprémum dans A car 1 et 2 sont incomparables entre eux
et leurs plus petits majorant, soit le sous-ensemble
S, :{3,4}, sont incomparables entre eux.

On ne peut satisfaire la propriété d’unicité du suprémum.
Ainsi, cet exemple ne constitue pas un treillis.

Ex:

Soit la structure ci-contre. Les deux sous-ensembles

pouvant étre problématiques de I’exemple ci-contre
sont S, et .S, car leurs éléments sont incomparables entre

eux. Les autres cas en dérive ou sont triviaux.

Le sous-ensemble S, :{3, 4} posséde un suprémum et un
infimum dans A. VS = {5} et AS ={6}

Le sous-ensemble S, :{1, 2} possede un suprémum et un
infimum dans A. VS, = {6} et AS,={0}

Il s’agit donc d’un treillis.

Ex:

Soit (N, <), si on ajouteco tel que n <ocopour Vn € N, nous sommes alors en présence

d’un treillis.
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EX:
(P(X),c) est un treillis complet.

Soit un ensemble arbitraire S = {SI,SZ,...,S,.,...} tel que ScC P(X)et S, € X.
Us ={rex:3s,(xes)}epPx)
i=1

Dans (P(X),c), il y a une opération additionnelle —: P(X) — P(X) définie par :
-S=X-S (complément)

—S={xeX:=(xeS)}

Dans ce cas, le complément de S, —S, satisfait SA—=S=0etSv—-S=1.

Déf" -
Soit(A, A,v,0,1) un treillis, b est un complémentde asiaanb=0etavb=1.

Remarque : En général, le complément d’un élément donné n’existe pas, et lorsqu’il
existe, il n’est pas toujours unique.

Déf" -
Un treillis (A, A, v,0,1) est distributif s’il satisfait :

(avb)rc=(anc)v(bnac)

Lemme :
On peut montrer (anb)vc=(avc)a(bve) :

(aveyn(bve)y=(anbve)vica(bve)) (distrbutivité)
=(anbvc)ve (absortion)
={(anrb)v(anc)ve (distributivité et associativité)
=(anb)v((anc)vece) (associativite)
=(anb)vc (absorption)

Ex:
Soit a, b et c € A ot (A, A,V,0,1) est un treillis distrbutif.
Définissons a v b = max(a, b) eta A b = min(a, b). Alors:

max(a, min(b, ¢)) = min(max(a, b), max(a, c))

et inversement,
min(a, max(b, ¢)) = max(min(a, b), min(a, c))
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EX:
Cet ensemble est un treillis, mais il n’est pas distributif.
Il est un treillis parce que chaque sous-ensemble posséde un

infimum et un suprémum dans A.
Dans un treillis distributif, on a
av(bac)=(avb)a(avc), maisdans le cas illustré :
Iv(2A3)=1v0=1 1
(Iv2)A(lv3)=4vi=4 \
mais1 =4, ainsi1v(2A3)= (1v2)A(lv3)

N
/

Théoréme :

Dans un treillis distributif (A, A,v,0,1), les éléments ont au plus un complément.

Preuve :
b=bal=ba(cva)=barc)vbra)=(brc)vO=bAac

0

c=cnAl=ca(bva)=(cAb)vicra)=(cAb)vO=cAb

Déf™ :

1. Soit(A,A,v,0,1) un treillis distributif dans lequel tout élément a un complément, une

telle structure est appelée une algébre de Boole.

2. Soit(A,<) un ensemble partiellement ordonné, le dual de A, A%, est I’ensemble

partiellement ordonné défini par <A,S””> oU a <”b ssib < adansA.

Soita,betc e A™.

a<?bssib<adans Aetdoncanb=>b.

Pour Va,ona a<”a,ie. ana=a. (Réflexivité)
Pour Va, VbetVce,sionaa <" betb <" c,alors a <7 c.
ie.sianb=betbanc=c,alorsanc=c. (Transitivité)
Pour Vaet Vb,sia <”betb<”a,alors a=>b.
ie.sianb=betbra=a,alorsa=0>b. (Anti-symétrie)

Faits :
e Si(A,<) est un treillis, alors A® I’est aussi.

o Si(A,<) est un treillis distributif, alors A® I’est aussi.
e Si(A,<) est une algebre de Boole, alors A® I’est aussi.




Algébres de Boole :

Une algébre de Boole est un treillis distributif complémenté.

On définit I’opération — :
—anrna=0

—ava=1
a0 = a
—|(0//\b):—|(l\/—|b

—|(avb):—|a/\—|b

Ex:

Soit X = {a}

On a une algebre de Boole a 2 éléments.

Soit X = {a, b}

On a une algebre de Boole a 4 éléments.

Soit X ={a, b, c}

On a une algebre de Boole a 8 éléments.

{a}

{a,b}

{a {b}

<)

{a,b,c}

{a,b}; b,c}

AV
@,
PaS
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Ex:
La figure ci-contre ne constitue pas une algebre de Boole.

a Ab =min(a, b)
a v b= max(a,b) 1/2
zAl/2=0etdoncmin(z,1/2)=0,alors z = 0.
zv1/2=1etdoncmax(z,1/2)=1alorsz = 1.

Déf™ :
1. Un homomorphisme de treillis A:(A,A,v,0,1) et B:(B,A,v,0,1) est une fonction
f :A— B qui précise les opérations :

flan,b)= f(a)ry f(D)
flav,b)= f(a)vy f(b)
f(0,)=0,
fa)=1

2. Un plongement de treillis est un homomorphisme injectif.
3. Un isomorphisme de treillis est un homomorphisme bijectif.
4. Un homomorphisme d’algébre de Boole est un homomorphisme de treillis qui précise

le complément : f(—a)=—f(a).

Ex:

SoitA={0, 1} etB={0, 1, 2}.

P(A) ={9, {1}, {2}, {1, 2}}

PB)={<, {1}, {2}, {3} {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, {1, 2, 3}}

{1,2,3}
{1,2}
//\{: !3}
{1} {2}
{1}
1) Un plongement P(4)— P(B)
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Faits:
e Tout homomorphisme de treillis préserve I’ordre partiel: a <b = f(a) < f(b).
e Soit A et B des treillis et f:(A,<)— (B,<)un isomophisme d’ensembles
partiellement ordonnés:
a<b< f(a)< f(b) et fune injection, f est un isomorphisme de treillis.

e Soit A et B des treillis et f:A— Bun homomorphisme d’ensembles
partiellement ordonnés, f n’est pas nécessairement un homomorphisme de treillis.

Algébres de Hevting :

Par relation d’ordre,
une algébre de Heyting est un treillis dont chaque paire d’élément (a, b) admet un
élément unique (¢ — b) tel que :

c<(a—Db)ssicANa <bou

(a — b) est le plus grand élément satisfaisant (a — b) Aa < b

De facon algébrique,
une algébre de Heyting est un treillis A muni d’une opération — telle que :
Da—a=1
2)an(a—b)=anb
ba(a—Db)=0b
4)ya— (bac)=(a—b)a(a—c)

Ex:

a_}(){lsung

b sinon

1/2

1
1

1/2

172
1/2

= |lo|=|o
— | — | | b

Déf " :
Soit—a = a — 0 = (—a v 0) = —a, dans une algébre de Heyting, on définit
—a = a — 0 comme étant le pseudo-complément de a.

an—a=0

av —a =1 = Pas nécessairement vrai dans le cas général
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Ex:
L’ensemble A des parties finies de X d’un ensemble infini X.
A est un sous-treillis de P(X).  (a démontrer)
A n’est pas une algébre de Heyting.
SCX (SeAfinietS # D)

-S=5—-0
cCX (des précisions seront a apporter...)
SNe=Y

Faits:

e Toute algébre de Heyting est un treillis distributif.
(avb)ac<zssi(favb)<c—z

ssia<c—zetb<c—z
ssianc<zetbac<z

ssifanc)v(bac)<z

Puisque z est arbitraire, on prend respectivement:
z=(avb)ac

z=(anc)v(bac)
e Une algébre de Boole est toujours une algébre de Heyting :

cra<bscec<a—b
< ¢ < —a v b (pour algeébre de Boole)

Dans le sens =,

crna<b (hypothese)
chna<bara (carcaa<a)
cna< 0v(baa)
cna<(mana)v(bnaa)
cna<(mavbaa

c<—=avhb

Dans le sens < ,
c<=avb (hypotheése)
crna<(—mavb)aa
crna<(—ana)v(baa)
crna< 0Ov(baa)
cra<baa

cna<b (carbaa<b)



e Soit A un treillis complet. A est une algébre de Heyting ssi elle satisfait la
distributivité infinie:
aA(\;.Q/lbi)= \;.Q/l(aAbi)

La preuve se fait de la méme facon que la preuve qu’une algebre de Heyting
satisfait la ‘distributivité finie en remplacant toutefois le sup fini par un sup
arbitraire. (A faire en exercice)

Supposons que A est un treillis complet satisfaisant la distributivité infinie.
Soit (a,b) € A. Définissons:

a—>b=Vx =\/{x:x/\aSb}

xAnasb

De telle sorte que si y A a <b,alors nous aurons y<V{x:xAra<b}=a—b.

Réciproquement, si y<a — b, alors yaa < (\/x)/\ al V (xAna)SVb=b.

Aas
xAasb xnash

distributivité
Remarque: L’algébre des sous-ensembles ouverts d’un espace topologique X est une
algébre de Heyting.

Objectif: Montrer qu’il est possible de construire un treillis distributif (respectivement
une algebre de Heyting et une algebre de Boole) a partir d’une théorie cohérente
(respectivement théorie intuitionniste et théorie classique).

Quelques résultats préliminaires:

A—>BFA—B _ . .
Régle d’algébre de Heyting

(A—> B)AAFB
AuUSSI:
THA—> B THA (A— B)F (A— B)

THA—>BAA (A—> B)AAF B (Modus ponen)

THB

Egalement:
AABFAAB AABFAAB

AABEA AABFB

en particulier: AFTA A et TAAFA
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Donc:

TA(AAB)FTA(AAB) AABFAAB
TA(AAB)FAAB AABFA
TA(AAB)FA
TH(AAB)— A
TAAFTAA AABFAAB
TAAFA AABFA
TEAS A AFB— A

TAAFB— A
THFA—> (B> A)
Lemme:

1. A5>BAC)F(A—>B)A(A—>C)
(A>B)A(A>C)FA—->(BAC)

2. AFB = (C— Al (C— B)

Alors:
B—>CFHB—>C
(B—>C)ABFC
A—>(B—->C)ABFA—>C
A->B->C)A(A>B)FA->C
A->B—->C)H)AA>BFHA>SC
TA(A>(B—>C)F(A—>B)—»(A—>C(C)
THFA->B—-C)>(A—>B)—>(A—>0))

Lemme?2

Lemmel

Lemme 1
(1" partie): A= (BAC)F(A—= B)A(A—C)

A->(BAC)FA—(BAC) BACEFBAC A->(BAC)FA—(BAC) BACEFBAC

A—>(BAC)AAFBAC BACHB A= (BAC)AAFBAC BACHC
A—>(BAC)AAFB A->(BAC)AARC
A= (BAC)F(A— B) A->(BAC)F(A->C)
A->(BAC)F(A->B)A(A—>C)
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Lemme 1
(2"°™ partie) : (A= B)A(A—= C)FA— (BAC)

A->BAA>COFASBAASC) (A>BAA—C)F(A—B)A(A— )

(A>BAA>C)FASB A>BAA>SC)FASC
(A>B)A(A—>C)AAFB (A—> B)A(A—> C)AAFC
ASBAASCAAFBAC

(A= B)A(A— C)FA— (BAC)

Lemme?2: AFB = (C—>A)F(C—B)

(C— Ak (C— A)
(C— AACKHA
(C>A)ACKFB
C—>A-C—B

A B (hypothese)
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