Soit T une théorie dans une logique L propositionnelle (cohérente, intuitionniste,

classique). Nous pouvons définir :

A<Bsi Al B.

On vérifie directement que nous avons un pré-ordre. Par les régles structurales :

AFA (Réflexivité)
AFB BFC
(Transitivité)
AFC

Par contre, il manque I’anti-symétrie, i.e.

AFBetBFA=A=B
—

probléme

Pour obtenir un ordre partiel, on défini une relation d’équivalence:

A~ BsiA--B (T F:AF B)
[A]={B:AFBet B A}

Nous pouvons définir une relation d’ordre partiel:
[A]<[B]siAFB

Vérifier que la relation est bien définie, i.e.:

siA-Bet[A]=[A"],alors A' B
etsiAF Bet [B]z[B'],alors AFB'.

On a I’anti-symétrie:

[A]<[B]et[B]<[A]=[A]=[5]
(On a alors un ordre partiel)

Nous posons:
1=[T]
0=[1]
[A]A[B]=[AA B]
[A]v[B]=[AV B]

([ ]est une classe d'équivalence)
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Pour une algébre de Heyting: [A]—[B]=[A — B]

On vérifie que si T est une théorie dans une logique cohérente ([T'],0,1,4,v), c’est un

treillis distributif.
Par exemple,
1) Puisque nous avons A T, nous obtenons immédiatement [A] <[T]=1.

A+FB BFC
AFBAC

2) Puisque nous avons

[A]<[B]et[B]<[C]ssi[A]<[BAC]
Notation: la ligne double indique qu’on peut aller dans les deux sens
NB: On peut définir un modele générique d’une théorie T donnée de la maniére suivante:
Soit L le langage de la théorie, on pose:

M : L —[T] (ce modele a des propriétés singuliéres et importantes)
A [A]

Idéaux et filtres:

Déf " :
Soit A un treillis. Unidéal | de Aest7 c Aetl = tel que:

i) Sia,bel,alorsavbel.(V(a,b))
i) SiaeAbeleta<b,alorsacl.

NB: 0 est toujours dans un idéal.

La notion duale:
Soit A un treillis. Unfiltre Fde Aest F c Aet F # O tel que:

1) Sia,bel,alors anbel.(/\(a,b))
i) SiaeA,be Fetb<a,alorsacF.

NB: 1 est toujours dans un filtre.
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: Un idéal ,: N'est pas

un idéal

N'est pas
un idéal

\
|
|
|
|
1
1

EX:
Soit X un ensemble. (P(X),c)

Soit I, ={Y < X :x ¢ Y pour un élément x € X} .
I, estun idéal. Manifestement 7 # & puisque S el ..

)SiY el etY,el alorsY, LY, el..
SixeYetxegY, alorsxgY UY,.

) SoitY cX,Y,eletY CY,. PuisquexgYetY Y, xeVY,.

EX:
Soit X un ensemble. (P(X),c)

1, = {Y cX ||Y|| est ﬁni} A vérifier!

Nous avons le treillis distributif 2 = {0,1} ou 0 < 1.
Soit A un treillis et £ : A — 2 une fonction.

Le sous-ensemble f'(1)c A, ' ={a e A: f(a)=1} est un filtre ssi f préserve I’ordre.

flanb)=fla)A f(b)et f(1)=1

Preuve:
1) Siae f'(Detbe f'(1),alorsanbe f'(1).
Par définition de £~ (1),
fla)=1, f(b)=1,donc f(a)A f(b)=1A1=1= f(a A D). (par hypothese)

2) ae A be f'(1)eth<a. Nous voulons montrer que a € £ (1).
f(b)=1 par hypothese,
b<a= f(b) < f(a) par hypothese
= 1< f(a)

= 1= f(a)

L’autre direction est a démontrer.



NB: £7'(0) est un idéal (pour les propriétés duales).

Ex:
Soit A un treillis. Les sous-ensemble de A

L@ ={beA|b<a}estunidéal deA.
C’est le plus petit idéal qui contient a (a démontrer)

Un idéal qui satisfait cette definition est appellé un idéal principal.

La notion duale est celle d’un filtre principal:
Tunz{beA|aSb}

Théoreme:
Soit I un idéal d’un treillis A. Les conditions suivantes sont équivalentes:
i) Le complément de | dans A est un filtre;

i) legletsianbel >aeloubel,

iii) 1 est de la forme £7'(0) pour un f: A — 2et f est un homomorphisme de
treillis.

Preuve:

i) —ii)
Soit F le complément de I. Puisque F est, par hypothése, un filtre, 1 € F et
donc1¢ 1. Supposons que a Ab €I, ce n’est donc pas le cas que a Ab € F. Donc
que non(a € F et b € F)ou plus exactement a ¢ F ou b ¢ F. Par conséquent,

puisque | est le complémentde F,ae I oubel.

ii) — iii)
Définissons f : A — 2 par
Osiael
fla) . .
1 sinon

f est un homomorphisme de treillis:
flanb)= f(a)a f(b); flavd)= fla)v f(b); f(D)=1; f(0)=0.

Puisque I est unidéal, 0 € I, donc f(0)=0. 1 I par hypothese, donc f(1)=1.
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1) Si flanb)=0doncanbel.
=aecloubel.

Donc f(a)=0 ou f(b)=0, ainsi f(a) A f(b)=0.

Si flanb)=1,alorsanbel.anbeF
=acFetbeF.

Donc f(a)=1= f(b), ainsi f(a) A f(b)=1.

2) Si flavb)=0doncavbel.
=aecletbel.

Donc f(a)= f(b)=0, ainsi f(a)Vv f(b)=0.

Si f(avb)=1,alorsavbel.
fla)v f(b)=0ssi f(a)= f(b)=0.

ssiaeletbel >avbel(—«).

iii) —>1)
Puisque 1 = £7'(0), le complément de I est £7'(1) et c’est un filtre par le résultat
précédent.

Déf " :
Un idéal I qui satisfait une des conditions du théoréme précédent est dit premier.

La notion duale:
Un filtre F est premiersiO ¢ Fetsiavbe F, alorsace Foub e F.

Ex:

N'est pas un

filtre premier )
(mais principal) 47 A

Un filtre premier
(qui est principal aussi)

\ Un idéal premier

N'est pas un . . .
(qui est principal aussi)

1/ idéal premier
4 (mais principal)
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Théoréme d’existence des filtres premiers:

Soit A un treillis distributif, F un filtre et | un idéal de A tels que I n F = . 1l existe au
moins un filtre premier P de Atelque Fc Pet PN I =0O.

Rappel:

Lemme de Zorn:
Soit (A,<) un ensemble partiellement ordonné. Si toute chaine de A a une borne
supérieure, alors A a au moins un élément maximal.

NB: 1) Soit B < A. B est une chaine de A si B est linéairement ordonne.

2) a € A est une borne supérieure de B si x < a pour Vx € B.

3) a € A est un élément maximal s’il existe aucun b tel que a<b et a #b.
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