Le théoréme d’existence des filtres premiers:

Soit A un treillis distributif, F un filtre et | un idéal de A tels que F 1 =. |l existe
au moins un filtre premier Pde Atelque Fc PetINnP=Q.

Pour démontrer ce théoreme, on utilise le critére de filtre premier qui s’énonce
comme suit:
Soit Fy un filtre et 7, un ideal d’un treillis distributif A. Pour tout filtre de A

maximal parmi les filtres qui contiennent F; et disjoints de 7, est premier.

Preuve:
Soit P un filtre de A maximal (par la défition de “maximal” du lemme de Zorn)
parmi les filtres qui contiennent F, et P N1, =<. Puisque I, est un ideal, 0 € I,.

PuisquePn1,=,0 ¢ P.

Supposons maintenant que a v b € P, mais que a ¢ P et b ¢ P. (par I’absurde)

Nous allons construire le filtre P[a] généré par P et a.
P[a]z{ceA:ch/\apourunxeP}

Remarque:
Jaffirme que P[a] est un filtre.

Manifestement P[a] n’est pas vide.
Sim,ne Plal]= maneP|al.
Soitm=2x, Aaetn=x, Aaoux,x, €P.
Donc

mAanz(x, Aa)A(x, Aa)

22X, ANANX, NG
2(x, AX,)ANa

etx, Ax,eP

Finalement: Si m € A, n € P[a] et n < m, il faut montrer que m € P[a.
Mais m >n > x, Aa. Donc m e P[a]( P[a] est donc un filtre).

Puisque a ¢ P, P c P[a]. Puisque P est maximal parmi les filtres qui contiennent
F, et disjoints de 7, et puisque manifestement F, c P[a], nous devons conclure
que P[a] n’est pas disjoint de 7,. Donc il existe m e I,n P[a]. Par définition
de P[a], il existe un x, € P tel que m>x, Aa.

En reprenant le méme raisonnement pour b, nous obtenonsn e et x, € P tel
quen=z=x, Aa.
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Posonsu=mvnetv=x Ax,.

Alors:  vAa<u et vab<u.
(*) x, Ax,na<u et x, Ax, Ab<u

Aussi: u €1, puisque me I, etne [ et I, est un idéal.
v € P puisque x,,x, € P et P est un filtre.
Alorsva(avb)=(wAaa)v(vAab)<u par (¥)

distributivité

Nous avons supposé que a v b € P, P est un filtre, doncu € P. Maisu € I, et par
hypothése PN [, = . —«
Doncsiavbe P, alorsae Poube P, P est premier. ]

Preuve (théoréme d’existence des filtres premiers):

Soit §={F:Festun filrede A, e F, FnI =0}
Manifestement §§ est ordonné par I’inclusion. Nous allons appliquer le lemme de Zorn

as.

Si C est une chaine non-vide dans §, alors | JC € §, i.e. | JC est un filtre, F, < | JC et

| JcnI=@. Soitxe|JC,xeF, Fest dans la chaine. Six<y, alorsyeF,
puisque F; est un filtre.

Six,ye UC, alors il existe F,F, € C tels que x e F; et y € F,. Puisque C est une chaine,
soit F; c F; ou F, — F,. Par conséquent, x et y appartiennent tous deux soit a F; soit a F,.
Il s’ensuit que x A y appartient soit a F; soit a F; puisque ce sont des filtres.

Mais puisque F, < | JC, F, = JC. alors x Ay €| JC.
Nous devons montrer que I N UC =. (Allons-y par I’absurde)

Siaeletac UC, alors il existe FeC tel queae F,ce qui est impossible puisque

F € §. Manifestement F, cUC. Pour toute chaine non-vide 3§, US est une borne
supérieure.  Pour la chaine vide, nous posons F, c § et elle peut servir de borne
supérieure. Puisque F, "I =, F, € §. Le lemme de Zorn implique qu’il existe un
élément maximal P de(&c). Par le critére, tout filtre maximal parmi les filtres qui
contiennent F; et disjoints de 7, est premiers. m
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Théoréme de représentation de Stone:

Soit a # b des éléments arbitraires de A. Il existe un homomorphisme de treillis
distributif f : A — 2 tel que f(a)# f(b).

Preuve:

Soita,be Aeta#b. Alorssoita £ b ou b % a (ou les deux).
Supposons que nous avons a £ b.

Nous définissons les ensembles suivants:

F, =T(a):{ceA:c2a}

I,=4()={ceA:c<b}
T(a) est un filtre. F, n’est pas vide puisque a > a. Sic, € F, etc, € Fy,alors ¢, ac, € F,.
¢, 2a, c, 2a, ¢, Ac, 2a par définition de I’'infimum. Side Aetc<d, alorsd e F;. Il
fut démontrer précédemment que 7, est un idéal.
F, N1, =. Supposons le contraire.

Doncdce F,n1,;3dce T(a) N L(b). Ainsi a<cetc<b etpar conséquent a < b. —«—

Par le théoreme d’existence des filtres premiers, il existe un filtre premier tel que
Ta)ycPetl(b)mP=0. PuisqueaecT(a)etbel®),acPetbeP.

Nous pouvons définir f: A — 2:

© lsiceP
Her= OsicgP

Donc on a f(a) # f(b) et f(a)=1, f(b)=0. -

Théoréme:

Soit A un treillis distributif (ou A une algébre de Boole), le treillis (A,<) se plonge
dans un treillis distributif (ou une algébre de Boole) de la forme (P(X),c) pour un
ensemble X.

Preuve:

Soit X = Hom(A,2)= 2", le treillis distributif des homomorphismes de treillis A — 2.
Nous traitons 2* comme un ensemble et nous considérons (ZA,g) le treillis distributif des

sous-ensembles de 2*. [Fait: pour VX, P(X) = 2%; donc en fait, je considére 2% }
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Définissons:
v :A— P2") par

y(@)={f:A-2| fla)=1}

Nous devons Vérifier que:
1) y est un homomorphisme de treillis.

2) y est injective.

1) y est un homomorphisme de treillis.

y(O={f:4->2| F)=1}=2"
Puisque par définition d’un homomorphisme,
f A — 2 satisfait la condition f(1)=1.

y(0)={f:A>2| f0)=1}=0
Puisque f(0)=0 pour Vf : A — 2 par définition.

w(anb)=y(@) N y(b)
yanb)={f:A-2| flarb)=1}
y@)={f:A- 2| fla)=1}
yB)={f:A>2|fb)=1}
y@nyb)={f:A>2| fl@=1Afb)=1}

Manifestement si f(a Ab)=1, alors f(a)= f(b)=1.

Donc y(aAb)cy(a)Ny(b).

On veut montrer que si f(a)= f(b)=1, alors f(a Ab)=1.

Supposons le contraire, i.e. f(anb)=0. Doncarbe f'(0)et nous
savons que f'(0) est un idéal premier. Doncae f'(0)oub e f'(0), ce
qui est impossible.

y(avb)=y@uy®)
yavb)={f:A-2| favb)=1}
y(@uy®)={f:A->2| fla=1v f(b)=1}

Manifestement w(a) U w(b) < w(a v b). |l faut montrer que si
flavb)=1, alors f(a)=1o0u f(b)=1. Par hypothése, avbe f'(1) et
£7'(1) est un filtre premier. Doncae f'(1)oube f'(1).
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2) Y est injective.

y@=yb)=a=b

On montre la contraposée. Supposons que a #b. Alors par le théoreme de
représentation de Stone, il existe un homomorphisme de treillis f: A — 2 tel que

fla)# f(b) et f(a)=1et f(b)=0. Par consequent y(a) # y(b). [

Remarque:
Un plongement reflete les égalités booléennes. Plus spécifiquement,

si s(X) et#(X) sont des termes booléens tels que s(¥)=#(¥)dans (P(X),c) et
soit w : A — (P(X),<) un plongement. Alors Iégalité s(X) = #(x) est vérifiée dans
A lorsque les variables x sont remplacées par des éléments a de A.

Nous avons:
y(s'(a)) ="V (y(a))
y(t' (@) =1"(y(a))

Par hypothése, nous avons que " (y(a)) =" (y(a)).
Donc w(s"(a)) = w(t"(a)) et puisque y est injective, nous avons s(a) = t(a).
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