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Introduction

À l’intérieur de ce manuel, j’explique en détail les lignes de codes de chacun des programmes tout en expliquant les liens mathématiques existant avec le code informatique utilisé. 

Je donne aussi quelques suggestions de modifications du code informatique pour permettre d’effectuer des changements mineurs aux programmes. 

Il est a noter qu’une formation de base sur le langage informatique « Logo » est fortement conseillé. Je vais tout de même tenter d’être le plus explicite possible.

J’ai porté mon attention sur les programmes (4,5, 6 et 7) qui sont beaucoup plus intéressant que les premiers (1, 2 et 3). Lorsque j’ai travaillé sur les trois premiers programmes, je ne savais pas encore exactement sur quel aspect des fractales de Sierpinski j’allais me concentrer. J’ai finalement décidé de travailler sur la création des polygones de Sierpinski par la méthode IFS (Iterated Function System). C’est une méthode très intéressante et fascinante de générer des fractales.

Programmes 1, 2, et 3.

Je vais expliquer très rapidement comment j’ai procédé pour créer ces trois programmes. J’ai utilisé le concept de récursivité, ce principe relativement avancé de programmation qui consiste en une procédure qui s’appelle elle-même en utilisant des paramètres différents selon l’appel de la procédure. Une des technique utilisé pour utiliser la récursivité s’appelle « l’acte de foi ». Cette technique est très bien expliqué dans le livre de Brian Harvey intitulé : « hjklaghsdfjka ». Étant donné que la majorité de mon travail s’est concentré sur la méthode « IFS », je ne m’attarderai pas plus sur la méthode de la récursivité.

Programme 1


Première version d’un programme permettant de générer le triangle de Sierpinski.

To TriangleRecurs :g :xd :yd 


Pu


Setx :xd


Sety :yd


Seth 30


pd


Repeat 3 [fd :g rt 120]

End

To SierpRecurs :g :n :xd :yd 

If :n = 0 [TriangleRecurs :g :xd :yd  stop]

SierpRecurs :g / 2 :n – 1 :xd :yd 

SierpRecurs :g / 2 :n – 1 :xd + :g / 2  :yd 

SierpRecurs :g/2 :n – 1 :xd + :g / 4 :yd + :g * 0.43301 

End 

Programme 2 


Deuxième version d’un programme permettant de générer le triangle de Sierpinski. C’est une version plus efficace et concise du principe de la récursivité que je n’avait pas encore bien compris lors de la création du programme 1.

To Sierpinski :g :n


if :n = 0 [ stop ]


repeat 3 [Sierpinski :g/2 :n-1 fd :g rt 120 ]

End

Programme 3 


Petit programme amusant qui permet de faire un motif intéressant à partir du triangle de Sierpinski généré par le programme 2. Il serait facile de modifier ce programme afin de créer des figures complexes. Par exemple, on pourrait tenter de paver le plan à l’aide de plusieurs triangles de Sierpinski. Il suffirait de faire un programme qui calcul les sommets du premier triangle de Sierpinski généré. À partir de ces cordonnées, on pourrait générer d’autres triangles de Sierpinski de façon à doucement remplir le plan. Il faudra porter une attention particulière à l’orientation de la tortue afin que les triangles n’empiètent pas les uns sur les autres.

To hexa :g :n

cs

Repeat 6 [Sierpinski :g :n rt 60]

End

To Sierpinski :g :n


if :n = 0 [ stop ]


repeat 3 [Sierpinski :g/2 :n-1 fd :g rt 120 ]

End

Programme 4

Permet de tracer le triangle de Sierpinski à l’aide d’un principe appelé IFS (Iterated Function System). 

Voir annexe 3.

Analyse du programme 4

To ifs :g :n :xd :yd 
// g : longueur des côtés du triangle




// n : nombre de point 




// xd et yd : coordonnée d’un point quelconque du plan


Initialisation
// Procédure qui construit les trois sommets (A, B et C) du triangle

et le point quelconque (le point D) dans le plan.

Ht pu

// Permet de cacher la tortue (ht) et de lever le « crayon » (pu) afin

de ne pas laisser de trace inutile dans le plan.

Point :A 2
// Procédure qui trace le point A en vert.

Point :B 4
// Procédure qui trace le point B en rouge.

Point :C 5
// Procédure qui trace le point C en mauve.

Point :D 7
// Procédure qui trace le point D en blanc. Voir annexe 1 pour

obtenir un tableau des 10 premières couleurs en Berkeley Logo.

Repeat :n [hasard]  // Répétition de la procédure hasard « n » fois.


Setpc "7
// Remise de la couleur du crayon à «blanc » pour que les autres programmes ne soient pas affectés par une couleur choisie par le présent programme.
End


// Fin de la procédure.
To initialisation

// Procédure qui construit les trois sommets (A, B et C) du triangle




et le point quelconque (le point D) dans le plan.

Cs

// Vide l’écran de Logo de tout dessin et replace la tortue à l’origine

du plan.

Make "A (list :g / -2 :g * -0.2887)

// Création du sommet A du triangle. Les coordonnées du sommet sont emmagasinées dans une liste (la liste A). Utilisation de le trigonométrie pour générer les coordonnées des trois sommets.

Make "B (list :g / 2 :g * -0.2887)

// Création du sommet B. 

Make "C (list 0 :g / 1.732)


// Création du sommet C. 
Make "D (list :xd :yd)

// Création du point D. Les coordonnées de ce point sont déterminées par l’utilisateur (paramètres xd et yd).

End




// Fin de la procédure.
To point :p :couleur
// Procédure qui trace un point « p » d’une certaine couleur. La variable « p » est une liste contenant les coordonnées du point voulu.

Setpos :p
// Déplace la tortue aux coordonnées voulues grâce à la liste contenue dans la variable « p ».

Pd setpc :couleur Fd 0 pu
// Permet de tracer un point selon la couleur choisie par la variable « couleur ». 

End




// Fin de la procédure.
To hasard
// Procédure qui permet de choisir un des trois sommets du triangle au hasard. Il permettra aussi, par l’entremise de la sous-procédure « fairepoint » de générer les points du triangle de Sierpinski par IFS.
Make "point (random 3)  
// Donne une valeur au hasard (0, 1 ou 2) à la variable « point ».

If :point = 0 [setpc "2 fairepoint :A]
// Si la valeur de « point » est de 0, alors on donne la couleur vert au  point que tracera la sous-procédure « fairepoint » appelé par cette ligne de code.


If :point = 1 [setpc "4 fairepoint :B]
// Si la valeur de « point » est de 1, alors…

If :point = 2 [setpc "5 fairepoint :C]
// Si la valeur de « point » est de 2, alors…
End




// Fin de la procédure.
To fairepoint :q
// Permet de tracer les points qui vont générer le triangle de Sierpinski.


Make "D (list ((item 1 :q) + item 1 :d) / 2  ((item 2 :q) + item 2 :d) /2)
          // Voir annexe 3.
Setpos :D
// Positionne la tortue aux coordonnées emmagasinées dans la liste « D ». 


Pd fd 0 pu

// Permet de rendre le point « D » visible.

End



// Fin de la procédure.
Commentaires


Je ne vais pas proposer des modifications sur le programme 4 et 5 car le programme 6 est une généralisation sur les polygones de Sierpinski à « n » côtés. Les propositions viendront donc lors des explications sur le programme 6.

Programme 5


Permet de tracer le tapis de Sierpinski à l’aide du principe IFS (Annexe 3). 

Analyse du programme 5

To tapis :g :n :xe :ye

// g : longueur des côtés du tapis de Sierpinski





// n : nombre de point





// xe et ye : coordonnée d’un point quelconque du plan

Sommets :g 
// Procédure qui calcul les coordonnées des quatre sommets du tapis de Sierpinski selon la grandeur « g ». 


Repeat :n [ hasardtapis ]
// Répétition de la procédure « hasardtapis » n fois.

Setpc "7
// Remise de la couleur du crayon à «blanc » pour que les autres programmes ne soient pas affectés par une couleur choisie par le présent programme.
End



// Fin de la procédure.
To sommets :g
// Procédure qui calcul les coordonnées des quatre sommets du tapis de Sierpinski selon la grandeur « g ».

Cs ht pu
// Vide l’écran (Cs) de Logo de tout dessin et replace la tortue à l’origine du plan et permet de cacher la tortue (ht) et de lever le « crayon » (pu) afin de ne pas laisser de trace inutile dans le plan.

Make "e (list :xe :ye) Setpos :e Pointtapis
// Emmagasine les coordonnées du point «e » dans une liste, amène la tortue à ce point (xe,ye) et fait apparaître le point sur l’écran avec la sous-procédure « pointtapis »

Make "a list :g / -2 :g / - 2 setpos :a Pointtapis
// Emmagasine les coordonnées du point «a » dans une liste, amène la tortue à ce point et fait apparaître le point sur l’écran avec la sous-procédure « pointtapis »


Make "b list :g / -2 :g / 2   setpos :b Pointtapis
// Idem

Make "c list :g / 2 :g / 2   setpos :c Pointtapis
// Idem

Make "d list :g / 2 :g / - 2 setpos :d Pointtapis
// Idem

Make "w :g / 3
// « w » va servir de grandeur pour faire des translations du 1/3 de la longueur d’un côté du carré. Voir procédure « fairepointa ».
End




// Fin de la procédure.
To pointtapis



// Procédure qui fait apparaître un point sur l’écran.

 
Pd fd 0 pu


//Permet de faire apparaître un point.

End




// Fin de la procédure.
To hasardtapis 
//Procédure qui va appliquer les transformations géométriques voulues au hasard. C’est la procédure qui permet de réellement générer le tapis de Sierpinski.

Make "h (random 8)
// Génère un nombre au hasard entre 0 et 8 inclusivement et donne cette valeur à « h ».

If :h = 0 [ fairepointa  ]
// Si la valeur de « h » est 0, alors la sous-procédure « fairepointa » est appelée.

If :h = 1 [ fairepointb  ]

// Idem.
If :h = 2 [ fairepointc  ]

// Idem.
If :h = 3 [ fairepointd  ]

// Idem.
If :h = 4 [ translationa ] 

// Idem.
If :h = 5 [ translationb ]

// Idem.
If :h = 6 [ translationc ] 

// Idem.
If :h = 7 [ translationd ]

// Idem.
End




// Fin de la procédure.
To fairepointa
// Application d’une transformation. Voir annexe 4.

Make "e (list ((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)  // Annexe 4.
setpc “4



// Couleur du point voulue.

SetPos :e


// Amène la tortue au point « e ».


Pointtapis


// Permet de tracer le point « e ».

End




// Fin de la procédure
To fairepointb



// Idem « fairepointa ».

  Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  ((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “3

SetPos :e

Pointtapis 

End

To fairepointc



// Idem « fairepointb ».
   Make "e (list ((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Pointtapis

End

To fairepointd



// Idem « fairepointa ».
  
 Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  ((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “5

SetPos :e

Pointtapis 

End

To translationa
// Application transformation. Voir annexe 4.

Make "e (list (((first :a) - first :e) * 2 / 3 + first :e) + :w  ((last :a) - last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “4

SetPos :e


Pointtapis 

End

To translationb



// Idem « translationa ».
Make "e (list ((first :b) - first :e) * 2 / 3 + first :e  (((item 2 :b) - item 2 :e) * 2 / 3 + last :e) - :w)

setpc “3

SetPos :e


Pointtapis

End

To translationc



// Idem « translationa ».
Make "e (list (((first :c) – first :e) * 2 / 3 + first :e) - :w  ((last :c) – last :e) * 2 / 3 + last :e)

setpc “6

SetPos :e


Pointtapis

End

To translationd



// Idem « translationa ».
Make "e (list ((first :d) – first :e) * 2 / 3 + first :e  (((last :d) – last :e) * 2 / 3 + last :e) + :w)

setpc “5

SetPos :e


Pointtapis

End

Programme 6


Permet de tracer les polygones de Sierpinski à l’aide du principe IFS (Annexe 3). 

N.B. J ‘ai choisi de permettre à l’utilisateur de rentrer le rapport d’homothétie afin qu’il puisse voir l’effet sur le polygone voulue. Il serait possible d’inclure une sous-procédure qui calcul le rapport automatiquement selon le nombre de côté du polygone (voir annexe 5). Sinon, il serait aussi possible de faire plusieurs « if » selon le nombre de côté du polygone et d’y associer le rapport voulue. Par exemple, if :c = 3 [make "v  0.5].

Analyse du programme 6

To poly :r :c :n :v 

// r : rayon du polygone 





// c : nombre de côté





// n : nombre de point





// v : rapport d’homothétie (voir annexe 5)

Make "xd 0
// Plutôt que de demander un point quelconque du plan à l’utilisateur, j’ai donné (0,0) comme coordonnée à ce point. Dans le programme 4 et 5, l’utilisateur peut s’amuser à changer ces coordonnées à souhait. Je trouvais qu’à la longue, ces paramètres ne faisait qu’alourdir l’écriture lorsque venait le temps de partir le programme.

Make "yd 0



Polypoints :r :c
// Procédure qui permet de générer les sommets du polygone selon le nombre de côté voulu et le rayon du polygone.

Repeat :n [Choixtransformations]


// Répétition de la sous-procédure « choixtranformations » n fois. Cette sous-procédure permet de générer des points selon des transformations géométriques afin d’en arriver à un polygone de Sierpinski.

End



// Fin de la procédure.

To pointpoly 


// Procédure qui fait apparaître un point sur l’écran.

    
Pd fd 0 pu

//Permet de faire apparaître un point.

End 



// Fin de la procédure
To polypoints :r :c

// Procédure qui permet de générer les sommets du polygone selon le nombre de côté voulu et le rayon du polygone.


cs Ht pu

Make "d (list :xd :yd)
// Création d’un liste avec les coordonnées du point « d ».



     Setpos :d 
// Positionnement de la tortue au point « d ».



     Pointpoly
// Trace le point.

Make "listepoints [ ]
//Création d’une liste vide qui permet à son tour d’emmagasiné d’autres listes correspondants aux coordonnées des différents sommets du polygone de Sierpinski voulue.

Make "i 0
// Création d’un compteur permettant de générer les sommets du polygone un après l’autre.


Repeat :c [ make "p list :r * cos (i * 360 / :c) :r * sin (i * 360 / :c)
// Voir annexe 2.



     Setpos :p 



// Positionne la tortue au sommet.



     Pointpoly



// Trace le point du sommet.

  Make "listepoints fput :p :listepoints
// Insertion des coordonnées du sommet au début de la liste « listepoints ». Chacun des nouveaux sommets générés sont aussi insérés dans cette liste. On a  donc une liste de liste.

Make "i :i + 1 ]
// On ajoute un à la valeur de i afin de pouvoir générer un des nouveaux sommet du polygone voulue.

End





// Fin de la procédure
To Choixtransformations 
// Procédure qui permet de choisir au hasard les transformations géométriques qui servent à créer les polygones de Sierpinski.

Ifelse :c = 4  [Make "h (random 2)] [Make "h 0]
// Étant donné que le tapis de Sierpinski nécessite certaines transformations différentes, j’ai utilisé une condition. Si le nombre de côté du polygone voulue est différent de 4, alors on fait les transformations de « trans1 ». Si c’est 4, alors on fait les transformations de « trans1 » et de « trans2 ».

Make "p (random :c) 
// Permet de choisir au hasard un sommet du polygone.

Make "p :p + 1
// Car la commande random génère des nombres entre 0 et « p-1 » inclusivement. Pour avoir des nombres entiers de 1 à « p », il faut donc ajouter 1 à la valeur généré par random.

If :h = 0 [trans1 :p]
// Transformations si on génère un polygone à n côtés (inclut n = 4).


If :h = 1 [trans2 :p]
// Transformations si on génère un polygone à 4 côtés

End



// Fin de la procédure.
To trans1 :p
// Permet de faire les transformations nécessaires pour générer le polygone de Sierpinski voulu selon le sommet « p ».Voir annexe 4.

Make "k item :p :listepoints
// Permet de prendre les coordonnées du sommet voulu et de les mettre dans la liste « k ».



Make "d (list ((first :k) – first :d) * (1-:v) + first :d ((last :k) – last :d) * (1-:v) + last :d )
 

//Voir annexe 8.

Setpos :d
// Positionne la tortue au point « d ».

Pointpoly
// Trace le point « d ».
End  


// Fin de la procédure.
To trans2 :p
// Permet de faire les transformations nécessaires pour générer le tapis de Sierpinski voulu selon le sommet « p ». Le tapis utilise aussi la sous-procédure « trans1 ».

      Make "k item :p :listepoints
// Permet de prendre les coordonnées du sommet voulu et de les mettre dans la liste « k ».
      Ifelse :p = :c [ make "q item 1 :listepoints] [ make “q item :p + 1 :listepoints] 

      Make "tx (first :q) – (first :k)



      Make "ty (last :q) – (last :k)

      Make "w (list (:v * :tx) (:v * :ty))
// Ces trois lignes de code sont intermédiaires et ont pour utilité d’alléger la longue formule qui suit. 

      Make "d (list (((first :k) – first :d) * (1-:v) + first :d) + first :w (((last :k) – last :d) * (1-:v) + last :d ) + last :w) 





// Voir Annexe 4.
      Setpos :d


// Positionne la tortue au point « d ».

      Pointpoly


// Trace le point « d ».
End



// Fin de la procédure.
Programme 7


Permet de tracer la fougère de Barnsley par la méthode IFS (Voir Annexe 3).

Analyse du programme 7

To fern :n


// n : nombre de point.

 
 ht cs


// Cache la tortue et vide l’écran.

pu make "x 0 make "y 0
// Point à partir duquel les transformations géométriques vont s’effectuer. Ce point peut avoir les coordonnées voulues. Comme ça fonctionne pour tout point du plan, je n’ai pas mis le choix de ces coordonnées en paramètre afin d’alléger l’exécution du programme. En changeant les coordonnées de ce point, quelques points (les premiers) apparaîtront hors de la fougère.

Initialisationparamètres
//Procédure qui permet de choisir les paramètres des fonctions affines qui serviront à générer la fougère. 

repeat :n [TransformationsChoix tracerpointfern]
// Répétition le nombre de fois voulu par l’utilisateur des sous-procédures permettant de faire le choix de la transformations voulues ainsi que la sous-procédure qui permet de tracer le point à l’écran.

End





// Fin de la procédure.
To tracerpointfern



// Permet de tracer un point à l’écran.

 
setx :x * 600 sety :y * 600 – 300

//Permet d’ajuster la taille de la fougère. 

 
pd fd 0 pu



// Permet de tracer un point à l’écran.
End





// Fin de la procédure.

To initialisationparamètres
//Procédure qui permet de choisir les paramètres des fonctions affines qui serviront à générer la fougère. Voir annexe 3. Il est amusant de changer certains paramètres afin de voir leurs effets sur la fougère.



  make "a1 0.000
make "b1 0.000
make "c1 0.000
make "d1 0.160
make "e1 0.000
make "f1 0.000 

  make "a2 0.849 
make "b2 0.037
make "c2 -0.037
make "d2 0.849
make "e2 0.000
make "f2 0.16  

  make "a3 0.197
make "b3 -0.226
make "c3 0.226
make "d3 0.197
make "e3 0.000
make "f3 0.16 

  make "a4 -0.15
make "b4 0.283
make "c4 0.260
make "d4 0.237
make "e4 0.000
make "f4 0.044

End






// Fin de la procédure.
To transformation1
// Transformation que subira le point qui a été précédemment tracé, et ainsi de suite. Cette transformation et les suivantes sont expliqués dans l’annexe 3.

make "t :a1 * :x + :b1 * :y + :e1

make "y :c1 * :x + :d1 * :y + :f1

make "x :t

End






// Fin de la procédure.
To transformation2




// Voir annexe 3.

make "t :a2 * :x + :b2 * :y + :e2

make "y :c2 * :x + :d2 * :y + :f2

make "x :t

End

To transformation3




// Voir annexe 3.
make "t :a3 * :x + :b3 * :y + :e3

make "y :c3 * :x + :d3 * :y + :f3

make "x :t

End

To transformation4




// Voir annexe 3.

make "t :a4 * :x + :b4 * :y + :e4

make "y :c4 * :x + :d4 * :y + :f4

make "x :t

End

To TransformationsChoix

// Permet de choisir la transformation à appliquer selon une probabilité choisie par le concepteur. Voir annexe 3 pour plus de détail.

 make "r random 100
// Choix d’un nombre entier « r » entre 0 et 99 inclusivement.

 if :r = 0 [transformation1 stop]
//Si le nombre r = 0, alors il y a application de la transformation 1 et arrêt de la sous-procédure « transformationschoix ».

if :r < 83 [transformation2 stop]
//Si le nombre r < 83, alors il y a application de la transformation 2 et arrêt de la sous-procédure « transformationschoix ».

if :r < 92 [transformation3 stop]
//Si le nombre r < 92, alors il y a application de la transformation 3 et arrêt de la sous-procédure « transformationschoix ».
transformation4
// Si 92 < r < 99, alors il y a application de la transformation 4.

End





// Fin de la procédure.
Annexe 1

Numéros
Couleurs

0
Noir

1
Bleu

2
Vert

3
Cyan

4
Rouge

5
Mauve

6
Jaune

7
Blanc

8
Brun

9
Orange foncé

10
Vert foncé

Annexe 2

Utilisation des formules suivantes pour trouver les coordonnées des sommets d’un polygone régulier à « n » côtés : 

( R * cos(i * 360 / n) , R * sin( i * 360 / n) )

, où n est le nombre de côté du polygone régulier

, où R est le rayon du polygone régulier 

,avec i variant de 0 à (n-1)

Annexe 3

IFS (Iterated Function System)

Un IFS (système de fonctions itérés) correspond à un ensemble de transformations d’une figure initiale en au moins une autre figure nouvelle. Afin de produire une image en utilisant la technique IFS, on doit choisir un point arbitraire dans le plan, on fait ensuite le choix d’une transformation géométrique par un hasard biaisé par des probabilités, on applique cette transformation sur le point initial afin de créer un nouveau point. On recommence ensuite le même processus avec le nouveau point, et ainsi de suite le nombre de fois voulue. Plus le nombre de point choisi sera grand, plus la figure sera détaillée. Ce processus qui inclut le hasard porte aussi le nom de « jeu du chaos » (Chaos Game) ou de RIFS ( Random Iterated Function System).

Il est important que chacune des transformations appliqués sur la figure initiale donnent un effet de contraction et que ces transformations soient affines. Par contraction,  on entend que chacun des points de la figure initiale seront plus près l’un l’autre (ou à égale distance) après avoir subi les transformations. Les transformations affines sont des transformations qui réduisent la figure initiale, effectuent des translations, des rotations ou une combinaison de ces transformations.

J’ai parlé de RIFS, mais il existe aussi une version IFS qui est déterministe. C’est un peu le même principe que ce qui a été présenté plus haut, mais en enlevant la composante du hasard. Le DIFS applique les transformation dans un ordre précis. C’est une méthode qui est toutefois limité comparativement au RIFS, car pour obtenir une figure infiniment précise, il faudra appliquer un nombre infini de transformations. Par exemple, la méthode par RIFS permet de créer un triangle de Sierpinski de degré infini (la limitation est physique : l’écran, la résolution). Pour créer un triangle de Sierpinski de degré 8 par la méthode DIFS, il faudrait 19 683 (39) transformations différentes!

Transformations affines
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Une transformation affine en deux dimensions est une fonction qui combine rotation, homothétie et translation sur un points du plan. Sous forme de fonction, la forme est :
x1 = ax + by  +   e

translation

[image: image18.png]



y1 = cx + dy  +   f


Homothétie ou rotation

Rôle des paramètres :


a = r * cos θ , b = -s * sin φ , c = r * sin θ , d = s * cos φ

où :

r : est le facteur de réduction sur x

s : est le facteur de réduction sur y

θ : est l’angle de rotation sur x

φ : est l’angle de rotation sur y

e : est la translation en x

f : est la translation en y

C’est ce modèle que j’ai utilisé pour générer la fougère de Barnsley. Pour faire les programmes permettant de faire les polygones de Sierpinski, j’ai utilisé la méthode RIFS, mais j’ai plutôt utilisé des formules vectorielles pour faire appliquer les transformations voulues. C’était plus simple de cette façon, mais il serait sans doute possible les fonctions affines. Il suffirait de trouver les paramètres donnant les transformations voulues.

Le triangle de Sierpinski

Par exemple, jouons le jeu du Chaos pour construire le triangle de Sierpinski. C’est la façon que j’ai utilisé lorsque j’ai créé mon premier programme générant le triangle de Sierpinski par IFS. Pour commencer, il faut tracer 3 points (A, B et C) de façon à ce que ceux-ci forment les trois sommets d’un triangle équilatéral imaginaire. Ensuite, tracer un point P n’importe où sur la feuille. Maintenant, il faut choisir un des trois sommets au hasard (à l’aide d’un dé) et calculer la mi-distance entre ce point choisi au hasard et le point P. Le nouveau point sera le point P1. Si nous répétons le processus plusieurs fois, on peut imaginer que la feuille va contenir une multitude de point placer un peu partout au hasard entre les points A, B et C (et quelques autres sur la feuille, tout dépendant de l’emplacement du premier point P) car nous utilisons le hasard pour générer ces points. Hors, ce n’est pas le cas. On obtient une figure extrêmement régulière! 

Au début de mon projet, je n’avais pas idée que les IFS utilisaient des transformations géométriques choisies au hasard pour générer des figures aussi précises. Je comprends maintenant que l’idée de mi-distance  est mathématiquement équivalente à des transformations géométrique dans le plan, soit des homothéties suivis de translations.

La fougère de Barnsley par RIFS

Pour construire la fougère de Barnsley, il faut effectivement une technique qui semble différente de celle que j’ai utilisé pour faire le triangle de Sierpinski au début de mon projet (mi-distance). Toutefois, cette technique est mathématiquement équivalente. Commençons avec un simple triangle. Transformons ce triangle en quatre triangles plus petits et placés de telle façon à ce que ces nouveaux triangles reposent à l’intérieur ou presqu’en totalité à l’intérieur du triangle d’origine. Ces quatre triangles correspondent a quatre transformations qui sont définis plus loin. Maintenant, choisissons un point arbitraire dans le plan et appliquons une des quatre transformations au hasard sur ce point. Sur le point résultant, recommençons le même précédé, et ainsi de suite. Vous allez voir apparaître une fougère. Il est possible d’obtenir d’autres figures. Il suffit de savoir quelles transformations appliquer et donc trouver les paramètres nécessaires.


Il est a noté que tout dépendant de l’emplacement du point initial, il est possible que quelques points se retrouvent un peu partout dans le plan. Peu importe l’emplacement du point initial, comme les transformations sont obligatoirement « contractante », les nouveaux points vont toujours se rapprocher de la figure voulue, ce qu’on appelle « l’attracteur ». L’attracteur est plus ou moins bien défini selon les probabilités avec lesquelles les transformations sont effectuées. Les probabilités présentés dans le tableau plus bas ont été prises sur Internet. En changeant les probabilités de tel ou tel transformation, la fougère est plus ou moins bien défini.

Voici les quatre transformations qu’il faut utiliser pour obtenir la fougère de Barnsley.
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La dernière transformation est un aplatissement total de la fougère sur le bout de tige qui était resté en dehors des trois premières opérations.

Voici aussi le système de fonctions itérés permettant de générer la fougère :
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En jouant avec les paramètres a, b, c, d, e et f, il est possible de modifier la fougère. Il suffit de faire quelques tests en se souvenant du rôle de ces paramètres (voir la section sur les transformations affines).

Annexe 4

Les vecteurs et les polygones de Sierpinski
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1. Si on a le vecteur EA, où E(30,30) et A(0, 60), on a: EA = E – A 

En x, on a (xa – xe) = -30.

En y, on a (ya - ye) = 30

2. Afin d’obtenir un vecteur qui réduit dans un rapport 1/3, il suffit de calculer 2/3(EA), ce qui donne :

En x, on a 2/3(xa – xe) = -20.

En y, on a 2/3(ya - ye) = 20

3. Pour obtenir le point qui est au 2/3 de la distance entre les points E et A, il faut donc ajuster EA et lui ajouter le vecteur DE, où D(0,0) (ou l’origine du plan), ce qui est équivalent à E. On obtient alors : 2/3(EA) + E

En x, on a 2/3(xa – xe) + xe = 10.

En y, on a 2/3(ya - ye) + ye = 50

4. Pour les générer les polygones réguliers à « n » côtés, on a donc besoin de l’équation vectorielle suivante : 

(1-r)(FA) + F , où r est le rapport d’homothétie (voir annexe 5)

[image: image22.png]



5. [image: image23.png]


Toutefois, le tapis de Sierpinski requiert une autre transformation afin d’être bien construit, sinon, on obtient la figure suivante :

Il faudra donc utiliser deux types de transformations différentes pour générer le tapis de Sierpinski.

 
La première : 2/3(EA) + E


La deuxième : 2/3(EA) + E + 1/3(AB)


Le 1/3(AB) est représenté par les flèches dans le dessin suivant :
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Donc en appliquant ces deux transformations différentes au hasard selon les quatre sommets (ce qui fait un total de 8 transformations différentes), on aura finalement la figure suivante :
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Annexe 5

Hypothèse : - 
  polygone régulier à «n» côté.

· mesure d’un côté est 1 unité.

· On réduit le polygone original afin qu’exactement «n» copie de ce polygone entre dans le polygone initial.

Visuellement, on obtient :
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On a que les côtés des polygones réduits mesurent « r » et on a aussi des triangles rectangles. Il faut déterminer la mesure de ( d1 + d2 + d3+ … + dk) pour pouvoir déterminer la valeur de « r ».

Trouvons la mesure de ( A1 + A2 + A3+ … + Ak).

On a que B est un angle intérieur d’un polygone régulier, d’où B = 
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D’où, 
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Il semble y avoir une régularité : 
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Il est possible de démontrer cette équation à l’aide d’une preuve par induction.

Il est possible de générer des angles A tant qu’ils sont aigus, sinon, le point de contact avec l’autre polygone sera dépassé. On a donc que : 
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Maintenant que nous connaissons les angles A, il est possible de trouver la mesure de (d1 + d2 + d3+ … + dk).
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, pour k variant de 1 à n/4 et 
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Par symétrie, on a les mêmes polygones réduits, d’où :
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En isolant « r », on obtient le rapport d’homothétie :
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CQFD.

Voici quelques résultats qui découlent de cette formule

Nombre de côté
Rapport d’homothétie

3
0.5

4
0.3333333333

5
0.3819660113

6
0.3333333333

7
0.3079785284

8
0.2928932188

9
0.257772801

10
0.2360679775
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