Démonstration de la formule
du calcul des paiements périodiques
Cours 2, 3 et 4

1. Si j’emprunte 100$ avec un taux d’intérêt de 5%, quel montant devrais-je remettre au bout de l’année ?

100 * 0,05 = 5     100 + 5 =105            

Donc, on devra remettre 105$ au bout de l’année.  

2. Y a-t-il une méthode plus efficace qui me donnerait directement le montant total que je devrais rembourser au bout de l’année ?  Si oui, quel est ce calcul et pourquoi fonctionne-t-il ?

100 * 1,05 = 105

Il fonctionne, car nous pouvons décomposer le 1,05 et obtenir 1 + 0,05.  Alors, l’expression devient 100 * (1 + 0,05).  Nous pouvons appliquer la distributivité de la multiplication sur l’addition, nous obtenons alors 100 * 1 + 100 * 0,05 = 100 + 5 = 105.  

3. Quel pourcentage est équivalent à 1,05 ?

105%

4. Si j’emprunte 300$ avec un taux d’intérêt de 5%, quel montant devrais-je remettre au bout de l’année ?

300$ * 1,05 = 315$

5. Quel est le montant d’intérêt ?

15$ en intérêt

Donc, nous payons 5$ d’intérêt pour chaque tranche de 100$. 

6. Supposons maintenant que j’emprunte un montant de 100$ avec un taux d’intérêt de 5%, que je rembourse seulement au bout de 2 ans, quel montant devrais-je rembourser ?  

N’oublions pas qu’au bout d’un an, la dette n’est plus de 100$, mais de 105$.

110,25$, nous faisons donc 105 * 1,05 = 110,25.

Donc, 

Année 1 : 100 * 1,05 = 105$

Année 2 : 105 * 1,05 = 110,25$ 

7. Après trois ans ? 

115,76$

Année 3 :  110,25 * 1,05 = 115,76$

Réorganisons les calculs pour toujours mettre en évidence le montant du capital de départ :

Année 1 : 100 * 1,05 = 105$

Pour la deuxième année, substituons 105$ par 100 * 1,05 :

Année 2 : (100 * 1,05) * (1,05) = 110,25$

Pour la troisième année, substituons 110,25 par (100 * 1,05) * (1,05) :

Année 3 : (100 * 1,05) * (1,05) * (1,05) = 110,25$

                 (100) * (1,05) * (1,05) * (1,05) = 110,25$

8. Quelle expression représenterait le calcul après 4 ans ?

(100) * (1,05) * (1,05) * (1,05) * (1,05) = 121,55$

9. Qu’est-ce que vous remarquez ?

Après chaque année, nous reprenons le calcul de l’année précédente que nous multiplions par 1,05.

Reprenons les quatre expressions énoncées plus haut pour tenter de réécrire les calculs qui me permettent de calculer le montant que je dois rembourser au bout de 1, 2, 3 et 4 années.  Essayons de les écrire de façon plus courte :
Année 1 : (100) * 1,05

Année 2 : (100) * (1,05)2

Année 3 : (100) * (1,05)3

Année 4 : (100) * (1,05)4

10. Supposons maintenant que j’emprunte un montant de 100$ avec un taux d’intérêt de 5%, que je rembourse seulement au bout de b ans.  Quelle expression algébrique représente ce calcul ?
(100) * (1,05)b

Nous avons donc, 

Année 1 : (100) * 1,05

Année 2 : (100) * (1,05)2

Année 3 : (100) * (1,05)3

Année 4 : (100) * (1,05)4

…..

Année b : (100) * (1,05)b

11. Supposons que j’emprunte 100 000$ avec un taux d’intérêt de 5% et que je paie ma dette après 3 ans en un seul paiement par année, quel montant devrais-je payer ?
Nous nous intéressons à trouver le montant du paiement annuel que je verse 3 fois.  Comme nous ne le connaissons pas nous allons remplacer ce montant par la variable M.

Donc, regardons l’évolution du montant de la dette sur les 3 ans.
Année 1 :  D1 = (100 000 * 1,05) – M

Année 2 :  D2 = (D1 * 1,05) – M = [((100 000 * 1,05) – M) * 1,05] – M


Année 2 :  D2 = [((100 000 *1,05) * 1,05) – (M * 1,05)] – M 

                       = (100 000 * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)
Année 3 : D3 = (D2 * 1,05) – M = [((100 000 * 1,052) – (M * 1,05) – M)) * 1,05] – M

Année 3 : D3 = [((100 000 * 1,052) * 1,05) – ((M * 1,05) * 1,05) – (M * 1,05)] – M 

                     = (100 000 * 1,053) – (M * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)

12. Supposons que j’emprunte 100 000$ avec un taux d’intérêt de 5% et que je paie ma dette après 5 ans en un seul paiement par année, quel montant devrais-je payer pour la quatrième et cinquième année ?
Année 4 : D4 = (D3 * 1,05) – M = [(100 000 * 1,053) – (M * 1,052) – (M * 1,051) –        

                          (M * 1,050) * 1,05] – M
                     = [((100 000 * 1,053) * 1,05) – ((M * 1,052) * 1,05) – 

                          ((M * 1,05) * 1,05) – (M * 1,05)] – M 

                    = (100 000 * 1,054) – (M * 1,053) – (M * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)
Année 5 : D5 = (D4 * 1,05) – M = [(100 000 * 1,054) – (M * 1,053) – (M * 1,052) – 

                          (M * 1,051) – (M * 1,050) * 1,05] – M
                      = [((100 000 * 1,054) * 1,05) – ((M * 1,053) * 1,05) – 

                          ((M * 1,052) * 1,05) – ((M * 1,051) * 1,05) – (M * 1,05)] – M 

                      = (100 000 * 1,055) – (M * 1,054) – (M * 1,053) – (M * 1,052) – 

                         (M * 1,051) – (M * 1,050)
13. Pourriez-vous trouver l’expression équivalente au montant de la dette après la 7e année?  Après la 15e année ?  Après la 21e année ? Si oui, trouvez ces expressions ?
Oui
Année 7 : D7 = (100 000 * 1,057) – (M * 1,056) – (M * 1,055) – (M * 1,054) – 

                         (M * 1,053) – (M * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)

Année 15 : D15 = (100 000 * 1,0515) – (M * 1,0514) – (M * 1,0513) – ….. – 

                             (M * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)
Année 21 : D21 = (100 000 * 1,0521) – (M * 1,0520) – (M * 1,0519) – ….. – 

                             (M * 1,052) – (M * 1,051) – (M * 1,050)

14. Que remarquez-vous ?
Il y a une régularité dans les exposants.
Revenons au montant de la dette de la cinquième année toujours dans le but de trouver le montant du paiement annuel à effectuer :
Année 5 : D5 = (100 000 * 1,055) – M * (1,054 + 1,053 + 1,052 + 1,051 + 1,050)
Année 5 : D5 = (100 000 * 1,055) – M * (1,050 + 1,051 + 1,052 + 1,053 + 1,054)
Réduisons l’expression ci-dessous en travaillant avec la deuxième parenthèse :
(1,050 + 1,051 + 1,052 + 1,053 + 1,054)
15. Dans ce cas, quelle est la régularité de cette suite de nombres ?
On doit multiplier le terme précédent par 1,05 pour obtenir le terme suivant.

N’oublions pas que 1,050 est égal à 1.  Donc, nous pouvons retranscrire la suite de façon suivante :
(1 + 1,051 + 1,052 + 1,053 + 1,054)
1er terme : 1
2e terme : 1 * 1,05 = 1,05
3e terme : 1,05 * 1,05 = 1,052 
4e terme : 1,052 * 1,05 = (1,05 * 1,05 * 1,05 = 1,053
5e terme : 1,053 * 1,05= (1,05 * 1,05 * 1,05) * 1,05 = 1,054
Nous faisons la démonstration avec les élèves et ensuite nous passons la feuille aux élèves 
Posons S égale à la somme de ces 5 termes, nous avons donc :

S = 1 + 1,051 + 1,052 + 1,053 + 1,054

Donc, l’équation pour la 5e année  pourrait s’écrire plus simplement de la façon suivante : 

Année 5 : D5 = (100 000 * 1,055) – M * S

Isolons les termes avec des exposants supérieurs ou égaux à 1. 

S – 1 = 1,051 + 1,052 + 1,053 + 1,054 

S – 1 = 1,05 (1 + 1,051 + 1,052 + 1,053)

S – 1 = 1,05 (S - 1,054)

S – 1 = 1,05 * S – 1,05 * 1,054
S – 1,05 * S = – 1,055 + 1

S (1 – 1,05) = 1 – 1,055
S = 
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Remplaçons maintenant la variable S par sa valeur :

Année 5 : D5 = (100 000 * 1,055) – M * S 

                      = (100 000 * 1,055) – M * 
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1

-

1

,

05

5

1

-

1

,

05


Posons D5 = 0

0 = (100 000 * 1,055) – M * 
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0 = (100 000 * 1,055) – M * 
[image: image4.wmf]05

,

0

05

,

1

1

5

-

-


0 = (100 000 * 1,055) + M * 
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- M * 
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 =  (100 000 * 1,055)
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 =  100 000 * 1,055
0,05 * 
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 =  100 000 * 1,055 * 0,05

M * (-1 + 1,055) = 100 000 * 1,055 * 0,05

M = 
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M = 
[image: image11.wmf]5

5

5

5

05

,

1

1,05

 

 

1

-

1,05

0,05

 

*

 

1,05

 

*

 

000

 

100

+


M = 
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M = 
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M = 
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En effectuant ce dernier calcul, nous obtiendrons le montant de ce paiement annuel M qui serait égal à 23 097,48 $.

16. Connaissant le montant annuel M, quel serait le montant d’intérêt payé à la fin du remboursement ?
(23 097,48 * 5) – 100 000 = 115 487,40 – 100 000 = 15 487,40

Donc, nous payerons 15 487,40$ d’intérêt.

17. Pour une hypothèque de 7 ans ?
M = 
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18. Pour une hypothèque de 15 ans ?
M = 
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19. Pour une hypothèque de 21 ans ?
M = 
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20. Pour une hypothèque de b ans ?

 M = 
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21. Supposons maintenant qu’au lieu d’avoir une hypothèque de 100 000$, nous avons une hypothèque de montant P, avec un taux d’intérêt de 5% payable en b année(s), quelle serait l’expression qui représente le montant annuel ?
M = 
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But : rendre l’expression générale
22. Quelle serait l’expression obtenue ?
M = 
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b peut prendre n’importe quelle valeur, il peut être des mois, des semaines et même des jours.

23. En utilisant la formule de calcul du paiement périodique, calculez la valeur de celui-ci si le montant du prêt est de 150 000$, avec un taux de 5% en faisant des paiements mensuels ?
12 * 25 = 300.  Donc, 300 paiements  
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24. Est-ce que cette réponse a du sens ? Pourquoi ?
Non, car si nous comparons cette réponse avec celle obtenue durant le premier cours sur la feuille de calcul Excel, nous voyons les montants ne coïncident pas.  La réponse devrait être 872,41$.  De plus, si nous prenions le montant de 7500$ et que nous le multiplions par 300, soit le nombre total de paiements, nous obtiendrions la somme de 2 250 000$ à rembourser.  Est-ce possible ?!

25. Supposons que nous voulons faire des paiements mensuels, donc 12 paiements par année, quel pourrait être ce taux ?
t = 
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, si nous voulons généraliser nous obtiendrons t = 
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26. Si les paiements avaient lieu aux deux semaines ou par semaine, quel serait le taux d’intérêt t que nous devrions utiliser si le taux donné par les banques est T ?
Aux deux semaines :  
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, dans ce cas le taux d’intérêt serait capitalisé à tous les deux semaines.
Par semaines : 
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, dans ce cas le taux d’intérêt serait capitalisé à toutes les semaines. 

27. Quel serait le montant des paiements mensuels pour une hypothèque de 150 000$ avec un taux d’intérêt de 5%, qui donne un taux réel de 
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, payable pendant 25 ans ?
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