C’est votre intérêt qui compte !
Sujet : Les hypothèques
Pourquoi nous avons choisi ce sujet ?

Pour nous : 

· Projet de s’acheter un condo ou une maison

· En savoir plus sur le calcul des hypothèques afin d’être des consommateurs avertis et ne pas se faire arnaquer par les institutions bancaires

Pour les élèves du secondaire : 

· Les inciter à s’intéresser au concept des prêts hypothécaires

· Leur faire prendre conscience de l’importance d’économiser et ainsi leur faire changer leur conception par rapport à l’argent

· En faire eux-mêmes des consommateurs avertis

Niveaux concernés : 

· 4e secondaire : mathématiques 436

· 5e secondaire : mathématiques 536

L’utilité du projet dans le programme d’études secondaire : 

· Domaines généraux de formation : 

 
Environnement et consommation

· Multidisciplinarité
Il serait intéressant de travailler sur ce projet dans les cours de mathématiques, d’informatique et d’éducation économique.

· Aspects mathématiques : 

    1.  Les taux (simples et composés)

    2.  Les manipulations algébriques, avec un contexte

    3.  Différents modes de représentations (table de valeurs,   

         graphique, formel et verbal)

    4.  La découverte d’une formule mathématique complexe

    5.  Enrichissement : suites géométriques

·  Aspects technologiques:

    1.  Familiarisation avec le logiciel Excel

    2.  Programmation sur la calculatrice graphique

Plan de la séquence d’enseignement (voir document planification.doc)
1er cours : 

· Lexique des termes utilisés

· Tableau d’amortissement

    (feuille de calculs Excel)
· Avantages:

   1.  Permet d’avoir une bonne vue d’ensemble de plusieurs concepts

   2.  Calculs très rapides

   3.  Programmation sur Visual Basic relativement simple pour nous

   4.  Puissance des macros par espionnage

   5.  Possibilités de travailler sans Visual Basic

2e, 3e et 4e cours : 

· Démonstration de la formule permettant de trouver les paiements périodiques d’une hypothèque


- Étape 1 : exemples avec intérêt simple (introduction du « 1+T »)


- Étape 2 : compréhension du « P*(1+T)b » par des exemples numériques et ensuite 
généraliser à b années


- Étape 3 : évolution du montant de la dette à la fin de chaque année avec exemples


- Étape 4 : simplification de l’expression obtenue à l’aide de la suite géométrique et 
de diverses manipulations algébriques

- Étape 5 : isoler la variable M dans le but de trouver le montant du paiement à effectuer

- Étape 6 : généralisation de l’expression obtenue pour un taux d’intérêt « T », un montant de prêt « P » et remboursable en b années

· Exercices (les montants de paiements trouvés seront erronés puisque le taux d’intérêt utilisé est le taux annuel donné par les institutions bancaires et non le taux d’intérêt réel)

· Que pourrions-nous faire pour corriger la situation?

5e cours : 

· La loi canadienne sur les hypothèques

· Démonstration de la formule de calcul du taux d’intérêt réel

· Événement déclencheur pour justifier l’emploi des outils technologiques

· Familiarisation des commandes à utiliser pour la programmation de la calculatrice graphique (aide-mémoire)

6e cours : 

· Avantages d’utiliser la calculatrice graphique:

    1.  Être plus efficace (plus rapide et aucun risque d’erreur si le programme est bien  

         conçu)

    2.  Environnement de programmation facile pour des débutants

    3.  Les élèves connaissent déjà cet outil

    4.  Facile d’accès

· Programme sur la calculatrice graphique calculant : 


- les paiements périodiques


- le montant total d’intérêts payés au terme du remboursement


- le pourcentage d’intérêts payés par rapport au montant du prêt

· Exercices
7e cours : 
· Graphiques à l’aide de l’assistant graphique Excel

Avantages : 

- améliorer la compréhension du concept des hypothèques

- rapidité d’exécution pour la construction des graphiques
- permet d’étudier certaines variables qui entrent en jeu dans la formule de calcul du montant du paiement périodique

· Exercices
Niveaux inférieurs : 

Pour des élèves en mathématiques 316, 416, 426, 514 et 526…

· 1er cours : Explication des termes utilisés et tableau d’amortissement (feuille de calculs Excel)

· 2e cours : Explication des variables qui entrent en jeu dans la formule du calcul des paiements périodiques (la formule sera montrée aux élèves)

· 3e cours : Réflexion sur le taux d’intérêt réel et explication des commandes pour la programmation sur la calculatrice graphique

· 4e cours : Programme sur la calculatrice graphique et exercices

· 5e cours : Graphiques à l’aide de l’assistant graphique Excel

Prolongements : 

· Paiements accélérés aux 2 semaines et aux semaines (permet de réduire la durée de l’amortissement initiale)

· Comparaison entre la loi universelle et canadienne concernant le taux d’intérêt (au niveau mathématique)
Le tableau d’amortissement sur Excel

Notre tableau d’amortissement a été relativement simple à faire avec Excel.

Nous avons d’abord prévu un espace dans le haut à gauche pour y inscrire le montant du prêt que nous voulions faire, le taux d’intérêt donné par les banques et le nombre d’années que nous voulons prendre pour rembourser notre hypothèque.  Juste en dessous, nous pouvons voir le nombre de paiements que nous devrons effectuer ainsi que le montant du paiement.  Nous avons également une cellule (3, 3) où nous calculons le taux d’intérêt réel qui est utilisé dans la formule du montant du paiement, mais comme nous ne voulons pas que les élèves voient le contenu de cette cellule, nous avons mis l’écriture en blanc pour cette cellule.

Ensuite, nous avons pris trois cases à options qui correspondent à la fréquence de paiement que nous désirons (par semaine, par 2 semaines ou par mois).  Chacune de ces cases à options appelle une macro qui calcule le nombre de paiements à effectuer, le taux d’intérêt réel qui sera utilisé dans la formule ainsi que le montant du paiement que nous devons effectuer.

Dans la première ligne du tableau d’amortissement, nous avons tout simplement inscrit les formules dans les cellules.  Toutefois, nous nous sommes rendus compte que nous ne pouvions pas sélectionner le contenu de la première ligne et recopier vers le bas pour avoir un tableau d’amortissement, car le nombre de lignes du tableau d’amortissement change selon la fréquence de paiement que nous choisissons.  Nous avons donc résolu ce petit problème en plaçant un bouton « Calcul » qui appelle une macro qui va ajuster le tableau d’amortissement selon la fréquence de paiement que nous choisissons et donc selon le nombre de paiements que nous aurons à effectuer au total.  Pour programmer cette macro, nous avons donc utilisé la macro « par espionnage » où nous allions effacer le contenu du tableau, sauf la première ligne correspondant au premier paiement où les formules sont entrées, et en allant ensuite recopier vers le bas un certain nombre de fois.  Ensuite, dans Visual Basic, nous avons ajusté la commande afin qu’elle recopie vers le bas le même nombre de fois que le nombre de paiements qu’il y a à effectuer au total.

Finalement, comme nous ne voulions pas que les élèves puissent voir les formules s’afficher dans chaque cellule, nous avons décidé d’utiliser l’option « protéger la feuille » et de mettre la commande « protéger » et « déprotéger » dans la programmation de nos macros.  De cette façon, la feuille de calculs est protégée et le contenu de toutes les cellules est caché, à l’exception des cellules où nous devons entrer le montant du prêt, le taux d’intérêt ainsi que le nombre d’années.  En plaçant la commande « déprotéger » au début des macros, cela permet au programme de faire les calculs correctement et en plaçant la commande « protéger » à la fin des macros, cela permet au programme de cacher à nouveau le contenu des cellules que nous ne voulons pas que les élèves voient.

Il est à noter que nous n’avons pas entré de mot de passe lorsque nous avons fait ce travail.  Donc vous pourrez sans problème ôter la protection de la feuille si vous le voulez.

Preuve de la formule de calcul du montant du paiement périodique

P = montant du prêt

T = taux d’intérêt

N = fréquence de paiement

M = montant de la période
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suite géométrique de raison x = 1+T de premier terme 1 et de dernier terme xn-1 = (1+T)n-1
n termes
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Étant donné que notre but est de payer la dette, nous cherchons la valeur que prendrait M lorsque Dn = 0.
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Loi universelle versus loi canadienne pour les taux d’intérêt.  

La loi universelle est en fonction dans les pays suivants : France, Belgique, Luxembourg, Suisse et États-Unis.  Voici les deux formules pour calculer le taux réel (t) à partir du taux (T) donné par les institutions financières pour la loi universelle et canadienne.

Preuve de calcul du taux d’intérêt réel t selon le taux donné par les banques T en tenant compte de la loi canadienne ou universelle.

Commençons par trouver les formules de calcul pour les taux d’intérêt de ces deux types de loi :
· Supposons que j’emprunte un montant de C$ avec un taux d’intérêt T pour l’achat d’une maison, que je rembourse seulement au bout de n paiements par année.  Quelle expression algébrique représente le montant que je devrais rembourser au bout de l’année ?
Paiement 1 : C (1 + T)

Paiement 2 : C (1 + T) (1 + T) = C (1 + T)2
Paiement 3 : C (1 + T)2 (1 + T) = C (1 + T)3
… 

Paiement n : C (1 + T)n
Réponse : C (1 + T)n
Dans l’exemple précédent nous avons utilisé directement le taux donné par les banques.  Nous pouvons utiliser ce taux directement seulement dans le cas où on fait un paiement par année, car ce taux est donné pour un an.  Dans le cas où nous faisons plusieurs paiements par année, on doit utiliser un plus petit taux, t, soit le taux réel, qui sera équivalent au bout de n paiements de l’année au grand taux T.  Nous obtiendrons donc :

Paiement 1 : C (1 + t)

Paiement 2 : C (1 + t) (1 + t) = C (1 + t)2
Paiement 3 : C (1 + t)2 (1 + t) = C (1 + t)3
… 

Paiement n : C (1 + t)n
Par contre, la loi canadienne oblige les taux d’intérêt pour les prêts hypothécaire à être capitalisé aux six mois, donc deux fois par année.
· Supposons que j’emprunte C$ avec un taux d’intérêt T pour l’achat d’une maison en respectant la loi canadienne sur les prêts hypothécaire.  Quel le montant que je devrais rembourser à la banque après un an ?
Après six mois : 
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Après douze mois :  
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· Nous voulons trouver une formule de calcul du taux d’intérêt réel, t, à partir du taux d’intérêt T donné par les banques.
Nous pouvons produire l’égalité suivante, car chaque membre de celle-ci représente le montant que l’on doit rendre au bout d’un an pour un capital de C$ avec un taux d’intérêt T. : 
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Voici donc la formule de calcul pour trouver le taux d’intérêt réel t en fonction de T selon la loi canadienne.
Le même principe s’applique pour la loi universelle, sauf que dans cette loi le taux d’intérêt est capitalisé à chaque paiement de l’année.

· Supposons que j’emprunte C$ avec un taux d’intérêt T pour l’achat d’une maison en respectant la loi canadienne sur les prêts hypothécaire.  Quel le montant que je devrais rembourser à la banque après un an ?

Après n paiements par année : 
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Donc, on peut produire l’égalité suivante :
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Voici donc la formule de calcul pour trouver le taux d’intérêt réel t en fonction de T selon la loi universelle.
Comparaison du taux d’intérêt réel t, selon la loi canadienne ou universelle

Habituellement, dans les institutions financières, nous avons le choix de payer notre hypothèque en faisant des paiements mensuels, aux deux semaines ou hebdomadaires.  Regardons l’évolution du taux d’intérêt réel t en fonction de T (celui donné par les banques) selon la période de paiements choisie et selon la loi canadienne ou universelle.
Regardons cela selon deux modes de représentation, soit le mode visuel et le mode verbal.

Visuel :
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Pour des paiements mensuels :
Pour des paiements aux deux semaines :
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Pour des paiements hebdomadaires :
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En regardant les trois graphiques, nous nous rendons compte que le taux d’intérêt réel (t) est toujours plus petit avec la loi canadienne qu’avec la loi universelle.  Par contre, en regardant sur le graphique on voit que la différence est minime, car dans les trois graphiques les droites se superposent presque.  Alors, lorsque l’on va calculer le montant du paiement en utilisant la loi canadienne il va être plus petit qu’en utilisant la loi universelle.   
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