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Bonaventura Cavalieri éait un mathématicien et un
religieux italien né a Milan en 1598 et mort a Bologne
le 3 décembre 1647. A I’ ge de 7 ansil joignit lesrangs
des jésuatest a Milan. En 1616, il fut transféré au
monastere jésuate de Pise. L'étude des ouvrages
d’ Euclide a éveillé son intérét pour |es mathématiques.
Le cardinal Frederico Borromeo, ayant constaté le gé-
nie de Cavdieri lors de son s§our au monastére de
Milan, le présenta a Galilée. Aprés cette rencontre,
Cavalieri considéra qu'il était un disciple de I’ astro-
nome. Il éudialagéométrie et les mathématiques avec
Benedetto Castelli qui enseignait al’ université de Pise.
Il appligua pour la chaire de mathématiques de I’ uni-
versité de Bologne en 1619, maisil fut jugé trop jeune
pour un poste aussi prestigieux. |l tenta sa chance a
I"université de Pise lorsque Castelli quitta pour Rome
mais sa candidature ne fut pas retenue. En 1621, il fut
nommé diacre et assistant du Cardinal Frederico
Borromeo au monastére de Milan. |l y enseigna la
théologiejusgu’ en 1623 lorsqu’ il devint prieur de Saint-
Pierre & Lodi, une ville de Lombardie au nord de
I'lItalie. Son s§jour AL odi duratroisanset en 1626, il se
joignit au monastere jésuate de Parme jusqu’ en 1629.

1. Appeléégaement hiéronymite, ordrereligieux, différent
des jésuites mais que plusieurs auteurs confondent, qui
avait Saint-Jérbme pour patron. Hiéronymite vient de
« Hiéronymus », nom latin de Saint-Jérdme .
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En 1629, il devint titulaire de la chaire de mathémati-
gues de Bologne et il y enseigna les mathématiques
jusqu’a sa mort en 1647. Ses travaux portent sur les
mathématiques, I'optique et |'astronomie. 1l fut en
grande partie responsable de I'implantation rapide des
logarithmes en Italie en publiant des tables qui conte-
naient les logarithmes des fonctions trigonométriques
pour les astronomes. En 1632, il fit paraitre un ouvrage
intitulé Directorium universale uranometricum. Dans
cet ouvrage, il donne destables de rapports trigonomé-
triques ahuit décimales ainsi que leur logarithme. Lors
deson arrivéeaBologne, il avait déjaconcu laméthode
des indivisibles qui a joué un role important dans le
développement du calcul intégral. Cette méthode était
une variante de la méthode d’ exhaustion utilisée par
Archiméde et qui incorporait la théorie des quantités
geomeétriquesinfiniment petites de Kepler. Laméthode
desindivisiblesfut présentée en 1635 dans son ouvrage
Geometria indivisibilis continuorum nova (Traité des
indivisibles). Dans cet ouvrage, il décrit sa méthode
sans jamais définir clairement ce qu’il entend par indi-
visible.
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Il a également produit des articles sur les sections
coniques, la trigonométrie, I’ optique, I’ astronomie et
I"astrologie. 11 a méme publié des livres en astrologie,
I"'un en 1639 et |'autre en 1646. Ce fut son dernier
ouvrage. Cavalieri a correspondu avec plusieurs ma-
thématiciens dont Galilée, Mersenne, Torricelli et Vi-
viani. Sa correspondance avec Galilée compte 112
lettres.

CALCUL D’AIRES

La méthode des indivisibles découlait d’ une concep-
tion delamatiere et du continu propre a certains philo-
sophes scolastiques qui pensaient que la matiére était
composée de particules insécables ou atomes dont la
nature differe de celle delamatiére. Dans cette concep-
tion la décomposition de la matiére est limitée puisque
celle-ci est constituée de ces particules. Laméthode des
indivisibles de Cavalieri se fonde sur cette conception
delamatiere. Pour lui unefigure plane est constituéede
lignes, un solide est constitué de planset ¢’ est lasomme
de cesindivisibles qui donne |’ aire de la surface ou le
volume du solide.

Dansson TraitédesIndivisibles, Cavalieri congoit une
surface comme congtituée par des droites paraléles
équidistantes et un solide comme composé de plans
paraléles équidistants. Le fondement de sa méthode
pour les surfaces s’ énonce comme suit :

THEOREME

S deux figures planes sont comprises entre deux
droites paralléles et si toutes les intersections de
ces figures avec une droite paralléle aux deux
premiéres ont méme longueur, alors les figures
planes ont méme aire.

Pour bien saisir le sens de cet énoncé, illustrons com-
ment il peut étre utilisé pour comparer I’ aire de deux
figures planes. Considéronslesdeux figures planes que
sont le rectangle et le parallélogramme de la figure
suivante.
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b
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P Q
b
u \Y;
R a a S

Cesdeux figures sont incluses entre deux droites paral -
leles PQ et RS. Si on trace une droite UV quelconque
parallélement aux droites PQ et RS, les segmentsinter-
ceptés par cette droite sont tous deux de longueur a
puisque des droites paralléles comprises entre deux
paraléles ont méme longueur. Ceci étant vrai pour
toutes les droites que I’ on peut tracer paralélement a
PQetRS, il s ensuit quel’ airedu parallélogranmme est
égaleal’airedurectangle, soit A = ab. On peut énoncer
ce résultat de lafacon suivante :

THEOREME

L’aired’ un paralléogramme est égale au produit de
sa base par sa hauteur.

La méthode de Cavalieri peut étre généralisée pour
trouver I'aire de figures lorsque I" aire des indivisibles
est dans un rapport donné :

THEOREME

S deux figures planes ont méme hauteur et si des
sections qui sont obtenues par des lignes parallé-
les aux bases et a égale distance de celles-ci sont
toujoursdansun rapport donné, alorslesairesdes
deux figures sont aussi dans le méme rapport.

Cavdlieri semble avoir été inspiré par les travaux de
Kepler pour trouver I'aire en comparant des figures
dont des sections sont toujours dans un rapport donné.
En effet, Kepler a, en particulier, trouvé I'aire d'une
dlipse de fagcon analogue, voici comment :

Considérons uneellipse dont lademi-longueur du grand
axe est b et dont la demi-longueur du petit axe est a.
Considérons également un cercle derayon a. Ces deux



figures peuvent étre comprises entre deslignes parall&-
les1J et KL, la distance entre ces paralléles étant 2a.

En considérant une ligne GH paralléle aux droites | J et
KL, ondétermine des segments AB et CD detelle sorte
gue lalongueur de CD est toujours dans |e rapport b/a,
c'est-adire:

b

CD==-AB
a

Cette caractéristique étant vraie pour tousles segments
ainsi déterminés, on peut conclure que I'aire de I’ el-
lipse est dans |e rapport b/a de |’ aire du cercle. L’ aire
du cercle étant a?, celle de I ellipse est :

A=Dyra? = nab
a

PUISSANCE DES LIGNES

Cavalieri a utilisé cette approche pour comparer ce
gu'il appelle les puissances des lignes dans un parallé-
logramme. Sesrésultats sont valides, mais sadémarche
N’ est pastresrigoureuse dans sefondements. Illustrons
cette démarche en considérant le paralléogramme
ABCD, divisé en deux par ladiagonale DB. En tracant
EG paralléement aux bases, on déterminedans|etrian-
gle ADB I'indivisible EF. En posant Bl = DE, on
détermine dansletriangle BCD I’indivisible HI qui est
éga a I'indivisible EF. En comparant un a un les
indivisiblesdutriangle ABD aceux dutriangle BCD, il
montre que les deux triangles sont égaux. L'aire du
parallélogramme étant la somme des indivisibles de
chaguetriangle, lasomme des premiéres puissances de
ligne d'un des triangles est la moitié de la somme des
premiéres puissances de ligne du parallélogramme.
Ta=2¥xx=a?
dou:
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Il ade cette facon comparé |es deuxiémes et troisiemes
puissances des lignes pour obtenir que la somme du
carré deslignes du parallélogramme et celle deslignes
du triangle sont dans le rapport 3 & 1, c’'est-a-dire
Ta? = 3xx2. || montre également que le cube des lignes
du parallélogramme et du triangle est dans e rapport 4
al, ¢ est-adire a3 = 4%x3. A partir de cesrésultats, il
généralise pour la puissance n'e™e des lignes, ce qui
donne :
Tam™l = (n+ 1)=x"
En écriture moderne, sa conjecture est la suivante :

a n+1
j xdx = &
0 n+1

Il a démontré ce résultat pour n < 9.

+k

Ces résultats sont valides et utilisés de nos jours, mais
la fagon de les obtenir est tres différentes de celel de
Cavalieri.

CALCUL DE VOLUMES

Cavdlieri a utilisé la méme approche pour calculer le
volume de différents solides. Le principe des indivisi-
bles s énonce aors comme suit :

THEOREME

S deux solides sont compris entre deux plans pa-
ralléles et si toutes les intersections de ces solides
avec un plan paralléleaux deux premiersont méme
aire, alors les solides ont méme volume.

On peutillustrer lasignification de cethéoremeal’ aide
d’ un parallélépipede rectangle et d’'un cylindre circu-
laire droit (figure ci-dessous). Le parallélépipéde rec-
tangle peut étre concu comme une pile de cartes
rectangulaires alors que le cylindre peut étre concu
comme une pile de cartes rondes. Si les piles ont méme
hauteur, (ou méme nombre de cartes de méme épais-
seur), et si les cartes rondes ont la méme aire que les
cartesrectangulaires, les deux piles occupent des volu-
mes égaux.
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Or, le volume d'un parallélépipéde rectangle est le
produit de ses trois dimensions ou encore | e produit de
I"aire de sa base par sa hauteur, soit :
V =Bh
Par saméthode desindivisible, Cavalieri conclut alors
gue le volume du cylindre est égal au produit de |’ aire
de sa base par sa hauteur. L’ aire de cette base étant :
A=mr?
our est le rayon de labase du cylindre. Le volume du
cylindre est donc :
V =nr?h

VOLUME DE LA SPHERE

Cavalieri a utilisé ce méme principe pour calculer le
volume d’ une sphére et safacon de procéder n’est pas
sans rappeler celle d’ Archimede.

Il a considéré une demi-sphére et un cylindre de rayon
r et tel que lahauteur du cylindre soit égale au rayon'r.
Il a de plus imaginé que le cylindre était creusé en
forme de cbne inversé tel qu'illustré par la figure sui-
vante.

-

|== ==

Dans cette figure, les deux solides sont compris entre
deux plans paralléles puisque lahauteur du cylindre est
égale au rayon de la sphére. Imaginons maintenant un
plan paralléle au plan P, coupant les deux solides, et
dont la distance au plan P est égale ah. L’ intersection
de ce plan avec la demi-sphére donne un cercle et
I"intersection avec I” autre solide donne un anneau.

Comparons I'aire du cercle et I'aire de I'anneau. Le
rayon du cercle est un cété de |’ angle droit du triangle
rectangle dont un des cotés est h et I’ hypoténuse est r.

Le rayon du cercle est donc :

R=+r?-h?

A= (r2—h?),

et son aire est :

L’aire de I’ anneau est obtenue en faisant la différence
de I'aire du cercle extérieur et du cercle intérieur. Le
cercle extérieur a méme rayon que le cylindre et son
areest:
— 2
A1 = [re.

Lerayondu cercleintérieur del’ anneau est h puisquele
rayon et la hauteur du céne sont égaux. L’ aire du cercle
intérieur est donc :

A, = rth?
et I’airede |’ anneau est :
A=A — A, = mr?—rnh?=n(r?—h?).

Quel que soit e plan sécant, son intersection avec la
demi-sphére aura toujours méme aire que son intersec-
tion avec le cylindre de creux conique.

Cavalieri en conclut donc que le volume de la demi-
sphére est égal aladifférence des volumes du cylindre
et du cone.

Or, le volume d'un cylindre de rayon r et de hauteur r
est

= 3
chlindre =nr

et le volume d'un cbne est le tiers du volume du
cylindre de méme rayon et de méme hauteur. Le vo-

lume de la demi-sphére est donc :

V 3

3 1 3 2
S/2=Ttr —ETEI‘ :gnr

et le volume de la sphére est :

V, :ﬂnr3
3

Dans cet exemple, les sections ont laméme aire, mais
la méthode peut également étre utilisée lorsque les
aires sont dansun mémerapport. C'est cequ’indiquela
proposition suivante, connue sous le nom de Théoréme
de Cavalieri et utilisée en stéréométrie, domaine de la
géométrie qui a pour objet la mesure des solides natu-
rels.



S deux solides ont méme hauteur et si des sections
qui sont obtenues par des plans paralléles aux
bases et a égale distance de celles-ci sont toujours
dans un rapport donné, alorsles volumes des deux
solides sont aussi dans le méme rapport.

La méthode des indivisibles permet indéniablement
d’ obtenir des résultats qui sont conformes a la réaité
dans certaines situations mais elle a été tres critiquée
pour son mangue de rigueur.

MANQUE DE RIGUEUR

Plusieurs de ces critiques sont liées au fait que les
indivisiblesne sont jamaisclairement définis. Le suisse
Paul Guldin (1577-1642) a présenté les plus sévéres
critiques, imaginant méme un exempleillustrant quela
méthode des indivisibles donne parfois des résultats
erronés. || montre que laméthode des indivisibles per-
met de conclure que dans un triangle ABC dont les
cotés AB et BC sont inégaux, la hauteur BD divise le
triangle en deux triangles de méme aire. En effet, des
coupes horizontales comme JK, IL et HM déterminent
des segmentsindivisibles verticaux égaux deux adeux,
lestriangles ABD et BCD ont donc méme aire.
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En construisant ce paradoxe, Guldin montre que la
méthode des indivisibles manque de rigueur. Lacriti-
gue de Guldin est analogue a celle présentée pour la
méthode de la balance d’ Archiméde. Ce dernier était
conscient que laméthode utilisée pouvait donner lieu a
un résultat erroné et prenait soin de confirmer ce résul-
tat par une démonstration en utilisant la méthode
d exhaustion.

Ladémarchede Cavalieri pour calculer levolumedela
sphére était connue de Galilée car il I’ utilise pour pré-
senter un de ses paradoxes concenant I’infini ou plus
spécifiquement sur la limite d’ un processus. C' est par
la bouche d' un des protagonistes de Dialogues sur
deux systemes du monde dans lequel il fait I'éloge du
systéme héliocentrique copernicien, qu’il présente ce
paradoxe. Salvati fait remarquer que |’anneau circu-
laire est égal au cercle. Cependant, alalimite, le cercle
devient un point et I’anneau circulaire devient un cer-
cle. Le rayon de la sphére éant arbitraire, on peut
conclure quetous les cercles, quel que soit leur dimen-
sion, ont une circonférence égal e et que chacune de ces
circonférences est égale a un point. En réalité, ce ne
sont pas les figures qui sont égales, mais la mesure de
leur aire et la mesure de I’aire du point est nulle tout
comme celle de la circonférence.

CONCLUSION

Lesindivisiblesde Cavalieri ayant suscité beaucoup de
controverses et de sérieuses critiques, celui-ci tentaen
vain de reformuler sa présentation pour répondre aux
objectionsmaisn’y est pas parvenu. Malgré ces contro-
verses et le manque de fondement solide des résultats
obtenus, d'autres mathématiciens ont utilisé des métho-
des équivalentes ala méthode des indivisibles. Citons
entreautres Roberval, Torricelli, Fermat, Pascal, Saint-
Vincent et Barrow. Lestravaux de ces mathématiciens
al'aide de ces méthodes ont permis d'obtenir des résul-
tats équivalents al'intégration d'expressions comme x",
sin®, sin’0 et Hsin 6.

La méthode des indivisibles a permis d’' obtenir diffé-
rentsrésultats corrects, maislafacon méme dont étaient
obtenus ces résultats laissait place a la critique parce
gue cette méthode pouvait aussi générer des résultats
faux. Méme si un grand nombre de résultats obtenus
par une méthode sont vrais, cette méthode ne peut étre
acceptée comme méthode générale si certains résultats
peuvent étre faux et méme les résultats qui sont vrais
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doivent étre démontrés par une autre méthode si on
veut pouvoir garantir leur validité. La méthode des
indivisibles ne permettait pas d’ offrir cette garantie. La
méthode d’ Archimede n’ offrait pas cette garantie non
plus, mais en scientifique, celui-ci prenait soin de dé-
montrer ses résultats valides par une autre méthode.

Le lecteur doit certainement se poser les questions
suivantes.

QU est-ce qui fait qu’ une méthode est valable?

QU est-ce qui garantit qu’ une méthode ne génere que
des résultats vrais?

Comment peut-on savoir si une méthode qui donne des
résultats valides dans toutes les situations ou elle a été
utilisée ne donnera pas dans des situations non encore
traitées des résultats faux?

Pour établir la validité d’un procédg, il faut procéder
déductivement a partir de fondements rigoureux. Tout
procédé dont le fondement est inductif, ¢ est-a-dire
basé sur I’ accumul ation de situations particuliéres dans
lesquelles le procédé a produit des résultats corrects ne
garantit jamais que le procédé restera fiable dans les
situations qui n’ont pas encore été traitées.
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