
Guide de l’enseignant

Ce site Internet inclut la démonstration des dix théorèmes portant sur les relations métriques dans le cercle présentés dans le programme de formation de l’école québécoise. Ces démonstrations utilisent plusieurs méthodes différentes de présentation (film, fichier Cabri, questions posées aux élèves, etc.).  Il offre donc une grande diversité d’outils pédagogiques pour un enseignant.

L’ensemble des démonstrations du site Internet peut être utilisé soit par l’enseignant ou par les élèves. Un enseignant pourrait donc décider de présenter ces démonstrations durant ses cours sur les relations métriques dans le cercle. Il pourrait aussi décider de laisser les élèves manipuler le site Internet. Cependant, certains théorèmes sont plus adéquats que d’autres pour laisser le contrôle aux élèves. Par exemple, le théorème 1 met l’élève dans un rôle plus actif. Toutefois, le théorème 3 est moins approprié pour que les élèves l’étudient seul car premièrement, l’élève joue un rôle plus passif et deuxièmement, ce théorème est un peu plus complexe que les autres. Ainsi, il serait préférable pour un enseignant de présenter la démonstration de ce théorème tout en rajoutant des explications au besoin. Il revient néanmoins à l’enseignant la décision finale quant à la façon d’utiliser chacune de ces présentations.

Théorème 1

Tout diamètre perpendiculaire à une corde partage cette corde et chacun des arcs qu'elle sous-tend en deux parties isométriques.
Comme mentionné précédemment, cette démonstration peut être manipulée soit par l’enseignant ou par l’élève. Celle-ci est décomposée en plusieurs étapes. Chaque affirmation est affichée sur une page différente. Ceci permet donc à un enseignant de voir chaque étape de la démonstration séparément. Il peut donc s’assurer que les élèves ont bien compris une étape avant de passer à l’autre. À deux reprises (étape 2 et 4), les élèves doivent choisir la bonne justification associée à l’affirmation affichée pour pouvoir continuer. Ainsi, lorsqu’une mauvaise justification est choisie, les élèves n’ont d’autre choix que de revenir en arrière pour choisir la bonne justification. À la dernière étape se trouve la preuve complète dans un seul tableau. Ainsi, il est possible de faire un résumé de la démonstration après avoir étudié chaque étape séparément. Ceci permet donc à l’enseignant de faire une synthèse de la preuve.

Théorème 2

Un angle inscrit a pour mesure la moitié de celle de l'arc compris entre ses côtés.
Ce théorème comporte quatre cas à traiter. Dans ce site internet, seulement les deux cas suivants sont démontrés : 

· Cas 1 : Le centre du cercle est situé sur un des côtés de l'angle inscrit.

· Cas 4 : L'angle inscrit est formé d'une corde et d'une tangente au cercle.

Ces deux cas sont aussi sous la forme d’une suite de pages web représentant chaque étape de la démonstration. Dans le cas 1, les élèves doivent trouver la bonne justification pour deux affirmations différentes (étape 3 et 5), tandis que pour le cas 4, les élèves n’ont qu’à trouver une seule bonne justification (étape 1). Ces deux cas sont suivis de la preuve complète à la dernière page.

Pour les cas 2 et 3, ce sont les élèves qui doivent faire la preuve eux-mêmes en se basant sur les principes utilisés dans la preuve du cas 1. Les hypothèses et conclusions de ces deux cas sont fournies aux élèves pour s’assurer que ceux-ci débutent la démonstration de façon adéquate. Les élèves sont donc invités à faire ces démonstrations dans un tableau sous la forme affirmations/justifications. 

Il serait donc intéressant pour un enseignant de tout d’abord présenter à tout le groupe la preuve du premier cas de ce théorème. Par la suite, il pourrait donner aux élèves comme activité d’effectuer la preuve du cas 2 et 3 de ce théorème. Ceci amènerait donc les élèves à réinvestir les concepts qu’ils ont appris dans le premier cas.

Voici le corrigé de ces deux démonstrations :

Cas 2

	Affirmations
	Justifications

	1. Menons le diamètre CD

2. [image: image2.png]msC =msACD + msBCD




3. [image: image4.png]



4. [image: image6.png]



5. [image: image8.png]msC= im(AD) +§m(mr)




6. [image: image10.png]m(AD) +m(DB)






	1. Par construction

2. Car le diamètre CD divise l’angle inscrit en deux angles

3. Par le cas 1 du théorème 2

4. Par le cas 1 du théorème 2

5. Par les étapes 2, 3 et 4.

6. Par mise en évidence et le faire que l’arc AB est l’union de l’arc AD et DB.




Cas 3

	Affirmations
	Justifications

	7. Menons le diamètre CD

8. [image: image12.png]m£ACB = ms£ACD —m£BCD



 
9. [image: image15.png]



10. [image: image17.png]



11. [image: image19.png]




 QUOTE [image: image20.png]msC= im(AD) +§m(mr)



 
12. [image: image22.png]m£ACB

m(4D) —m(DB)) = - m(AB)





 QUOTE [image: image23.png]m(AD) +m(DB)




 

	7. Par construction

8. Car le diamètre CD divise l’angle inscrit en deux angles

9. Par le cas 1 du théorème 2

10. Par le cas 1 du théorème 2

11. Par les étapes 8, 9 et 10.

12. Par mise en évidence et le faire que l’arc ABD est l’union de l’arc AB et DB.




Théorème 3

Toute perpendiculaire à l'extrémité d'un rayon est tangente au cercle.

Cette démonstration se fait sous la forme d’un film sans son. L’image de départ du film inclut l’hypothèse, la conclusion ainsi que la figure représentant ce théorème. Au cours de ce film, les étapes de la preuve apparaissent successivement dans le tableau. Il y a un délai de quelques secondes entre chaque apparition d’affirmations et de justifications. Pour débuter, un enseignant peut donc faire jouer le film pendant une seconde pour que l’image complète de départ apparaisse. Puis, celui-ci peut faire pause quand il le désire s’il veut fournir davantage d’explications à une affirmation ou une justification. Il est préférable pour un enseignant de ne pas laisser les élèves seuls dans l’étude de ce théorème car celui-ci présente certaines subtilités plus complexes pour les élèves (principe d’unicité d’un point).

Théorème 4

Dans un même cercle ou dans deux cercles isométriques, deux cordes isométriques sont à la même distance du centre, et réciproquement.
La démonstration du théorème 4 se fait elle aussi à l’aide d’un film, mais avec du son. Nous entendons donc une voix mélodieuse lire les affirmations et les justifications en plus de donner davantage d’explications. Un enseignant peut choisir de ne pas mettre de son pour avoir une démonstration dans le même type que le théorème 4. Celui-ci peut aussi décider de laisser les élèves écouter par eux-mêmes le film étant donné que les explications supplémentaires sont déjà incluses dans le film.
Théorème 5

Deux parallèles sécantes ou une tangente à un cercle interceptent sur le cercle deux arcs isométriques.
Ce théorème est représenté à l’aide d’un fichier Cabri. L’utilisateur est invité à bouger le point noir nommé Bougez ce point sur le segment pour faire défiler les quatre affirmations/justifications de la preuve. Pendant que ceci apparaît, des ajouts ou des modifications sont apportés à la figure représentant ce théorème. Ainsi, les élèves peuvent voir l’effet qu’a chacune des affirmations sur la figure. L’enseignant qui présente ce théorème est donc libre d’aller au rythme qu’il désire pour présenter chacune des étapes. Il est à noter que cette démonstration doit être visionnée à partir de Internet Explorer pour les PC et à partir de Safari pour les Mac. Ceci est dû au fait que les «plug-in» nécessaires pour utiliser les fichiers Cabri ne sont disponibles que sur ces deux fureteurs. Les enseignants ou les élèves qui voudront avoir accès au théorème 5 devront donc s’assurer d’avoir un de ces deux fureteurs.

Théorème 6 

Si d'un point P extérieur à un cercle on mène deux tangentes aux points A et B du cercle, alors OP est la bissectrice de l'angle APB.


Nous avons choisi de ne présenter qu’une vidéo de ce théorème. Cette vidéo, réalisée à l'aide des images de Géogebra et du logiciel Snapz pro, montre explicitement, et pas à pas, les différentes étapes de la démonstration. En visionnant la vidéo, les élèves devraient être en mesure de compléter la démonstration.

Voici la démonstration.

	Affirmations
	Justifications

	1) On trace les segments PA et PB, tangents au cercle de centre O.

2) 
[image: image24.wmf]
3) Le segment OA est perpendiculaire au segment AP.

4) Le segment OB est perpendiculaire au segment BP.

5) 
[image: image25.wmf]
6) 
[image: image26.wmf] et 
[image: image27.wmf]
7) 
[image: image28.wmf]
8) 
[image: image29.wmf]
9) 
[image: image30.wmf]
10) 
[image: image31.wmf] est bissectrice de 
[image: image32.wmf]
	Par construction.

Car les rayons d'un même cercle ont la même mesure.

Par le théorème 3.

Par le théorème 3.

Il s'agit du même segment.(identité)

Théorème de Pythagore.

Par transitivité et substitution des énoncés 2 et 6.

Cas de similitude côté-côté-côté.

Les angles homologues des triangles congrus sont congrus.

Par définition de bissectrice et énoncé 9.


Théorème 7

L’angle dont le sommet est entre le cercle et le centre a pour mesure la demi-somme des mesures des arcs compris entre ses côtés prolongés.
La vidéo qui illustre ce théorème montre des images du logiciel GeoGebra. Vu que la démonstration n'est pas très intuitive, les élèves pourraient la revoir à la maison. En classe, l'enseignant est invité à faire "pause" autant de fois que nécessaire afin de donner des informations supplémentaires aux élèves.

Théorème 8

L'angle dont le sommet est à l'extérieur du cercle a pour mesure la demi-différence des mesures des arcs compris entre ses côtés.

Ce théorème est démontré à l'aide d'un Power Point. Cette preuve ressemble beaucoup à celle du théorème 7. Si l'enseignant le désire, il peut montrer la preuve aux élèves une première fois, puis leur demander de la reproduire en devoir, par exemple.

Théorème 9

Lorsque deux cordes se coupent dans un cercle, le produit des mesures des segments de l'une égale le produit des mesures des segments de l'autre.
La démonstration de ce théorème se trouve décortiquée étape par étape. À chacune des étapes, un schéma (Géogebra) accompagne l'énoncé. Ainsi, les élèves peuvent s'assurer de bien comprendre chaque étape avant de passer à la suivante. 

De plus, lorsque l'on clique sur Illustration du théorème, on arrive sur une page dynamique qui nous permet de visualiser la portée du théorème. En effet, le théorème 9 stipule que le produit des mesures des segments de deux cordes qui se coupent est le même. Ici, ce produit est représenté comme une aire. On y retrouve donc deux rectangles, dont les mesures de longueur et de largeur correspondent aux segments formés par l'intersection des cordes. En déplaçant les sommets des cordes sur le cercle, on s'aperçoit que l'aire des deux rectangle est toujours égale.

Un enseignant pourrait aussi montrer cette page dynamique aux élèves pour leur demander par la suite de formuler des conjectures quant au théorème qu'il représente.

Théorème 10

Lorsque deux cordes se coupent dans un cercle, le produit des mesures des segments de l'une égale le produit des mesures des segments de l'autre.

Cette preuve est loin d'être intuitive pour les élèves. Ainsi, l'enseignera trouvera, dans la section Problèmes du site, l'ébauche de la preuve, contenant seulement les affirmations. Les élèves devraient être assez avancés formellement à ce niveau pour être en mesure de compléter la démonstration.

De plus, une figure Cabri dynamique illustre ce théorème, de la même manière que le théorème 9. On représente le produit des segments comme étant l'aire d'un rectangle. L'élève, en déplaçant les points mobiles, s'aperçoit que l'aire du rectangle (donc le produit des segments) conserve la même valeur.

Démonstration

	Affirmations
	Justifications

	[image: image64.jpg]


1) 
[image: image33.wmf]
[image: image65.jpg]


2)
[image: image34.wmf] et           
[image: image35.wmf]
3) 
[image: image36.wmf]
4)
[image: image37.wmf]
5) 
[image: image38.wmf]
6) 
[image: image39.wmf]
	C'est le même angle. (identitié)

théorème 2

Par transitivité et par l'énoncé 2.

Par le cas de similitude Angle-Angle

Dans des triangles semblables, les côtés homologues sont dans un même rapport.

Par l'énoncé 5 et manipulations algébriques.


Problème 1

Voici le solutionnaire du problème 1.

Si les élèves sont bloqués, l’enseignant peut donner comme piste que la somme des mesures des angles intérieurs d’un quadrilatère est de 360°.

1- Trouver la mesure de l’angle BDA

	Affirmations
	Justifications

	1) Le segment AD est parallèle au segment IL ainsi que le segment AK est parallèle au segment BD.

2) Les angles BDA et AJI sont correspondants.

3) 


4) 


5) 


	Énoncés de départ

Deux parallèles coupées par une sécante forment des angles correspondants

Par 2)

Théorème 7

Par 3)


2- Trouver la mesure de l’angle ACB

	Affirmations
	Justifications

	[image: image66.png]


[image: image67.png]



1) 


2) 
[image: image40.wmf]
3) 
[image: image41.wmf]

[image: image42.wmf]
4) 
[image: image43.wmf]
5) 
[image: image44.wmf]
6) 
[image: image45.wmf]
	Énoncés de départ

Théorème 8 

Manipulations algébriques

Par 1)

Théorème 2 

Par 4) et 5)


3- Trouver la mesure de l’angle CBD (angle obtus)

Comme la mesure de l’angle CBD (angle aigu) est de 110°, alors la mesure de l’angle CBD (angle obtus) est de 
[image: image46.wmf].

4- Trouver la mesure de l’angle CAD

Par la propriété voulant que la somme des mesures des angles intérieurs d’un quadrilatère est de 360°, on trouve que la mesure de l’angle CAD est de 
[image: image47.wmf]
Problème 2

L'idée générale du problème est la suivante: Chacune des deux équipes est amenée à résoudre le même problème. Pour la première, on ne leur remet que l'énoncé écrit. La deuxième équipe se voit remettre une figure représentant un cas particulier de la situation. Ils ont comme tâche de produire une solution détaillée pour convaincre l'autre équipe. (L'équipe deux se voit fournir un transparent avec sa figure pour l'inciter à l'utiliser.)

En vérité, il est impossible de répondre à la question du problème du premier coup car on manque d'informations. Le piège étant que l'équipe 2, travaillant avec la figure (qui est bonne et à l'échelle, mais représente un cas particulier) tombe dans le panneau et trouve que la mesure de l'arc est 60°. On s'attend aussi à ce que l'équipe 1,  n'ayant pas de figure trouve une réponse numérique, simplement à cause de la conception qu'il faut trouver une réponse numérique à tout problème. Cette équipe pourrait également se piéger elle-même en se créant des figures représentant des cas particuliers.


Ce problème est riche pour plusieurs raisons. D'abord, Parce qu'il fait ressortir une erreur majeure des élèves: celle de généraliser à partir d'un cas particulier. En effet, la figure qui leur est fournie est faite exprès pour que le segment 
[image: image48.wmf] semble être sur le prolongement du segment 
[image: image49.wmf].

La richesse de ce problème réside dans la discussion qui s'ensuivra dans une classe. D'abord lorsque l'équipe 2 réalisera dans quel piège elle est tombée. Puis, lorsque l'enseignera posera la question: est-ce que 60° est une bonne réponse? Car en fait, la réponse qu'ils auront trouvée n'est pas fausse, mais ils doivent comprendre qu'elle n'est pas unique et qu'elle représente un cas particulier. Comment le prouver? C'est à ce moment qu'un autre élève aura l'idée de faire un contre-exemple ou encore mieux une figure générale. 
Ensuite, à cause des prolongements possibles. À la suite de la discussion en classe, les élèves seront invités à construire la figure CABRI associée à ce problème (le cas général).  Afin de la construire, ils doivent maîtriser très bien au moins une demi-douzaine de théorèmes sur le cercle et sur le triangle. Il y a entres autres la construction d'une tangente à un cercle qui nécessite de déployer un raisonnement assez poussé, en se servant du théorème du milieu de l'hypoténuse du triangle.

Guide de l’élève

Dans ce guide de l’élève, vous trouverez l’ensemble des problèmes supplémentaires suggérés dans l’onglet Problèmes du site internet. 


Théorème 2 – Cas 2

Tu dois démontrer, à l'aide du tableau qui suit, qu'un angle inscrit a pour mesure la moitié de celle de l'arc compris entre ses côtés et ce, lorsque le centre du cercle est situé à l'intérieur de l'angle inscrit :

Hypothèse :

· Cercle de centre O et de rayon OA

· L'angle ACB est un angle inscrit

Conclusion :

· La mesure de l'angle ACB est la moitié de la mesure de l'arc AB

Suggestion : aide-toi du cas 1 du théorème 2.

	Affirmations
	Justifications

	
	


Théorème 2 – Cas 3


Tu dois démontrer, à l'aide du tableau qui suit, qu'un angle inscrit a pour mesure la moitié de celle de l'arc compris entre ses côtés et ce, lorsque le centre du cercle est situé à l'extérieur de l'angle inscrit :

Hypothèse :

· Cercle de centre O et de rayon OA

· L'angle ACB est un angle inscrit

Conclusion :

· La mesure de l'angle ACB est la moitié de la mesure de l'arc AB

Suggestion : aide-toi du cas 1 du théorème 2.

	Affirmations
	Justifications

	
	


Théorème 6

En t'aidant de la vidéo, démontre le théorème 6.

	Affirmations
	Justifications

	
	


Théorème 10

Complète la démonstration du théorème 10.

	Affirmations
	Justifications

	1) 
[image: image50.wmf]

2)
[image: image51.wmf] et           
[image: image52.wmf]
3) 
[image: image53.wmf]
4)
[image: image54.wmf]
5) 
[image: image55.wmf]
6) 
[image: image56.wmf]

	


Problème 1

Soit la figure suivante : 

[image: image57.png]







Le segment AD est parallèle au segment IL

Le segment AK est parallèle au segment BD

À l’aide des théorèmes, trouve la mesure de l’angle CAD.

(La figure n’est pas à l’échelle)

Problème 2

Équipe 1

· Soit un cercle de centre O.

· Les points F, Y, V et S appartiennent au cercle.

· 
[image: image58.wmf]
· Le point C est le milieu de 
[image: image59.wmf].

· 
[image: image60.wmf]

Quelle est la mesure (en degrés) de VS ?


Problème 2

Équipe 2: 

 Voici la figure que Monique a produite à l'aide de Cabri lorsqu'on lui a demandé de résoudre le problème suivant:

· Soit un cercle de centre O.

· Les points F, Y, V et S appartiennent au cercle.

· 
[image: image61.wmf]
· Le point C est le milieu de 
[image: image62.wmf].

· 
[image: image63.wmf]

Quelle est la mesure (en degrés) de VS ?
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